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1 Introduction

Nous proposons ici une courte analyse de (Ladyman 2005), discutant le probleme de l'identité
des indiscernables dans le cadre du structuralisme en philosophie des mathématiques. En sec-
tion 2, nous commencerons par une mise en contexte générale, introduisant les motivations pour
I’apparition du structuralisme en philosophie contemporaine des mathématiques, les réponses
qu’il propose ainsi que les problématiques auxquelles il doit faire face. Nous procéderons ensuite
en section 3 a une analyse détaillée de (Ladyman 2005) et de la problématique qu’il souleve.
Finalement, en section 4, nous confronterons la position de I'auteur aux réponses qui lui ont
été adressées dans la littérature. Nous verrons alors ses limites et les alternatives pouvant étre
proposées. La section 5 regroupe un ensemble de définitions supplémentaires nécessaires a la
compréhension de 'analyse qui auraient trop alourdis la discussion si placée dans le corps du
texte.

2 Mise en contexte

On peut considérer que I'idée de structuralisme mathématique a été introduite pour répondre
a deux problématiques introduites dans la seconde moitié du XX siecle par le philosophe
Paul Benacerraf.

Premierement, (Benacerraf 1973) souligne que, pour étre consistante, il est impératif de
demander a toute ontologie des mathématiques de fournir conjointement

e une théorie sémantique uniforme pour les propositions mathématiques et le reste du lan-
gage, garantissant que les symboles mathématiques obéissent aux regles et aux intuitions
que 'on en a

e et une épistémologie plausible ou raisonnable justifiant comment ’esprit humain peut
avoir acces a la connaissance des objets mathématiques.

On parle du Dilemme de Benacerraf. Le Platonisme traditionnel, statuant le réalisme
des objets mathématiques, fournit une théorie sémantique claire, mais peine a fournir une
épistémologie crédible, aucun lien causal ne semblant pouvoir étre établi entre réalité mathématique
et connaissance humaine.

Deuxiemement, Benaceraff argumente qu’une interprétation réaliste des nombres est impos-
sible d’apres la théorie des ensembles (Benacerraf 1984). En effet, il existe différentes manieres
de définir les nombres naturels N a partir d’ensembles contenants I’ensemble vide. Toutes retrou-
vent identiquement les propriétés arithmétiques de N mais ne donnent pas la méme valeur de
vérité a des propositions telles que 1 € 3 et ne sont donc pas équivalentes. Comment alors
réifier des objets qui peuvent avoir des propriétés différentes selon leur définition ? La position
Platoniste devient donc de plus en plus intenable.
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Le structuralisme propose de penser les objets mathématiques comme des positions dans
des structures, définis par les relations qu’ils entretiennent entre eux. Ils sont ainsi vide de
réalité intrinseque. Définir formellement ce qu’est une structure et ce que sont des propriétés
structurales, au-dela de l'intuition, est loin d’étre trivial (voir a ce sujet (Korbmacher and
Schiemer 2018)). Nous suivrons ici (Keranen 2001), en définissant une structure comme une
paire {D, R} ot D est un ensemble d’emplacements et R est un ensemble de relations entre les
emplacements. Il s’agit la de la définition la plus courante, fondée sur la théorie des ensembles.
On parle de ’structure de Bourbaki’.

Partant de ce point de départ commun, les structuralismes en mathématiques sont pluriels et
encore mouvants, ce définissants au fil des débats (voir e.g. (Hellman 2001)). Tous n’accordent
pas la méme ontologie a la notion de structure, proposant ainsi différents compromis face au
dilemme de Benacerraf.

La position réaliste ou ”ante-rem”, principalement introduite par (Shapiro 1997) et (Resnik
1997) adopte une position réaliste vis a vis des structures. Celles-ci deviennent alors les seules
entités ontologiquement pertinentes, les positions seules n’ayant aucune réalité ”absolues”,
indépendamment des relations qu’elles entretiennent entre elles. La position sémantique est
donc tres claire. Le probleme des nombres naturels est résolu : ceux-ci n’existent pas "en soi”
mais seulement en relation entre eux : 2 se trouve entre 1 et 3 vis a vis de la relation "+’.
Le réalisme du Platonisme se voit donc déplacé des objets vers les structures. La position
épistémologique associée, plus complexe, est encore sujet a débats. Elle invoque des processus
neurologiques et psychologiques comme la cognition des formes (pattern cognition) (voir e.g.
(Hale 1996) et (Gelderblom 2020)).

Seule cette version du structuralisme sera discutée dans le présent essai. De nombreuses
questions sur les fondations du structuralisme ante-rem sont encore vivement discutés et nous
renvoyons le lecteur a (Horsten 2022) et (Reck and Schiemer 2020) pour une présentation plus
détaillée.

Un des défis majeurs consiste a savoir comment traiter les objets indistinguables au sein
du structuralisme ante-rem. FEn effet, maintenir que les relations suffisent a définir les ob-
jets mathématiques amene au probleme suivant : comment distinguer deux objets pourtant
différents qui partagent les mémes relations avec toutes des positions de ’ensemble duquel ils
font partie 7 C’est cette question centrale devant étre fixée par la définition d’'un principe de
I’identité des indiscernables (PII) qui sera I'objet de notre discussion.

3 Analyse

L’article Ladyman 2005 présente une discussion de la validité du PII dans le cadre du struc-
turalisme ante-rem déja présenté en section 2. Comme nous l'avions évoqué, il s’agit la d'une
difficulté bien connue lorsque I'on essaye de tenir une position réaliste concernant les structures.

Commencgons par bien comprendre le principe en question en nous basant sur (Forrest 2020)
et (Keranen 2001). Une discussion complete peut également étre trouvée dans (Ladyman,
Linnebo, and Pettigrew 2012) et (Ketland 2011). Soit £ un ensemble contenant des objets
pouvant posséder un ensemble de propriétés ®. Le PII permet de définir I’égalité entre deux
objets x € £ et y € & et s’énonce de la fagon suivante : si z et y partagent toutes leurs
propriétés ¢ € @, alors il s’agit du méme objet. Plus formellement,

Vo e d(p(r) = dy) =r=y. (1)

L’origine de ce principe est attribuée & G.W. Leibniz (Leibniz 1714), qui en tira la conséquence
forte que deux objets différents ne peuvent, factuellement, pas posséder les mémes propriétés.
Il en tirera les conséquences métaphysiques dans sa théorie des monades. Méme si sujet a de
nombreux débats, le PII est majoritairement considéré comme un élément fondateur nécessaire
a toute théorie logico-mathématique consistante.

Dans la relation 1, on distinguera les propriétés ¢ qui sont dites générales et peuvent étre
possédés par plusieurs objets (e.g. "étre bleu”) de 'Eccéité (Haecceity), une propriété ne pou-
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vant étre possédée que par une seule et unique objet. En cela 'eccéité traduit "I'individualité”
ou la ”ceci-ité” (thisness) d'un objet.

Pour conserver le point de vue structuraliste déclarant que les objets mathématiques sont
entierement définis par leurs propriétés générales relationnelles, seules celles-ci doivent étre
considérées dans ®. Les propriétés relationnelles de z, ¢(z) sont définies uniquement & partir
des relations que x (variable du premier ordre) doit respecter vis a vis des autres éléments
de I'ensemble respectivement aux opérations définies sur les ensembles (o,+,x ...) qui lient
les objets entre eux (¢(z) est alors une variable du second ordre définissant les propriétés
dites intra-structurelles). Ainsi, on pourra affirmer que deux objets ou ”emplacements” sont
identiques si ils possedent les mémes relations avec I'ensemble des autres objets de la structure.
Nous appellerons cette restriction du PII aux propriétés relationnelles, le PII relationnel
(PIIR).

Malheureusement, une telle restriction du choix de ® pour I'identification devient immédiatement
problématique. En effet, considérant par exemple le groupe des entiers relatifs (Z, +), le PIIR
nous force a conclure que —1 = +1, les deux nombres possédant les mémes propriétés intra-
structurelles vis a vis de 'unique relation +. Cela conduit donc inévitablement a des contradic-
tions. En effet, on a alors 1+1 = 14+(—1) < 2 = 0, alors que Eq. 1 nous conduit immédiatement
au résultat opposé 2 # 0 car 2 et 0 n'ont pas les mémes propriétés intra-structurelles.

Les structures mathématiques peuvent donc contenir des emplacements a priori différents,
qui sont indiscernables si individualisés uniquement par les relations qu’ils ont entre eux. Il
s’agit 1a du probleme de l’identité dans le structuralisme ante-rem, premierement identifié
par (Burgess 1999) puis discuté par (Keranen 2001), (MacBride 2005) et (Parsons 2004), les
amenant a un rejet catégorique du réalisme ante-Rem. La discussion ouverte par (Ladyman
2005) s’inscrit alors dans ce débat, comme une réponse aux travaux précédents, visant a sauver
le structuralisme réaliste.

En toutes généralité, le probleme de I'identité apparait pour toute structure dite non rigide,
c’est a dire admettant un ou plusieurs automorphismes autres que I’automorphisme trivial (voir
section 5). Un tel automorphisme va alors préserver les relations entre toutes les positions de
la structure, mais changer les objets associés aux positions, rendant problématique leur iden-
tification. C’est le cas par exemple, de (Z,+) avec 'automorphisme x — —z déja évoqué.
Similairement, la conjugaison z = x + i1y — z = x — 1y est un automorphisme sur le corps
des complexes C. Le PIIR nous conduisant donc a conclure que i = —i. Ce dernier exemple,
originellement proposé par (Burgess 1999), est un fil conducteur dans la discussion sur la consis-
tance du structuralisme et est également naturellement repris pour la discussion de (Ladyman
2005). D’autre exemples plus sophistiqués de structure non rigide peuvent étre imaginés comme
celui de deux points dans ’espace Euclidien séparés par une distance d sous ’automorphisme
des translations rigides (déja mentionné dans Burgess 1999) ou le cas d’école philosophique
donnée par I'exemple de deux spheres identiques séparées par un miles dans I'espace vide Black
1952, invariant sous l’automorphisme des permutations. On constate bien qu’il ne s’agit pas
la d’exemples singuliers mais bien de structures omniprésentes et centrales dans la pratique
mathématique et physique.

Le probleme de l'identité justifie alors le slogan inventé par (MacBride 2005) : le structural-
isme réaliste munit du PIIR tel que définit plus haut est ”ou une vieille nouvelle ou une mauvaise
nouvelle”. En effet, il nous force, ou a accepter que des objets apparemment distincts mais
indiscernables sont identiques, en contradiction directe avec 1'usage des mathématiques et la
sémantique uniforme (”"mauvaise nouvelle”) ou qu’ils different uniquement en terme d’eccéité,
i.e. par une propriété non relationnelle qui les rends uniques, position alors apparemment
équivalente au Platonisme (”vieille nouvelle”).

Ladyman propose cependant une porte de sortie. Pour cela il commence par rappeler
une distinction importante entre différent types de discernabilités, permettant de relacher la
contrainte trop forte imposée par le PIIR. Comme dans (Quine 1960) et (Quine 1976), nous
distinguerons alors :



e La discernabilité absolue : deux objets x et y sont absolument discernable si et seule-
ment si il existe une propriété ¢ qui soit vraie pour x mais fausse pour un y. Autrement
dit:

3¢ € @ tel que ~(¢(z) < d(y)) =z #y. (2)

Il s’agit en fait la d’une reformulation du PII décrit par I'équation 1.

e La discernabilité relative : deux objets x et y sont relativement discernables si et
seulement si il existe une relation binaire asymétrique S telle que S(z,y) (voir section 5).
Différents instants t; et t, sont par exemple relativement discernables par une relation
d’ordre stricte e.g. S(t1,t2) < t1 > to.

e La discernabilité faible : deux objets = et y sont faiblement discernables si et seulement
si il existe une relation binaire irréflexive telle que R(z,y).

En considérant la relation irréflexive Inv* (z,y) : 4y = 0, soit "z est Uinverse additif de y”,
Ladymann fait ainsi remarquer que les paires (i, —i) € C ou (1,—1) € (Z,+) sont faiblement
discernables car Inv* (i, —i) et Inv*(1,—1). De méme, la relation métrique g(z,y) = d, rends
faiblement discernable les points z et y de I'espace Euclidien.

Ladyman suggere donc de remplacer le PIIR par le principe d’identification faible
(PIIF) comme fondation du structuralisme réaliste, résolvant ainsi le probleme de I'identité.

On pourrait lui reprocher qu'un tel choix est arbitraire, simplement proposé pour sauver
le structuralisme de I'abime. L’auteur répond a cela que préférer une discernabilité faible
semble au contraire justifié par les sciences de la nature. En effet, d’aprés (Saunders 2003),
les fermions semblent obéir uniquement au PIIF. Il en est de méme pour les différents points
de 'espace-temps en physique relativiste (a ce sujet, voir le plus récent (Dieks 2010)). Si les
objets physiques doivent respecter le PIIF, on ne saurait reprocher qu’il en soit de méme pour
les objets mathématiques, mais au contraire I’encourager.

4 Commentaire

Aussi convainquant et élégant que soit 'argumentaire de Ladyman, il semble cependant échouer
dans des cas particuliers. En effet, comme le discutent (Button 2006) puis (Shapiro 2008), on
peut penser a des exemples hautement symétriques ayant peu ou pas de relations, présentant
toujours le probleme de 'identité, méme en considérant le PIIF. Prenons par exemple un en-
semble de cardinal 4 sans aucune relation : sans relation a préserver, toute bijection imaginable
est un automorphisme. Le PIIR nous amenerait a identifier les quatre emplacements, et aucune
relation irréfléxive ne peut venir nous sauver pour invoquer le PIIF. De nombreux exemples
peuvent étre trouvé dans la théorie des graphes (I'exemple de I'ensemble de cardinal 4 est
en fait équivalent a un graphe contenant 4 noeuds sans lien). En physique, une description
similaire correspondrait a un systéeme composé de bosons. Suivant (Ladyman, Linnebo, and
Pettigrew 2012), nous appellerons absolument indiscernable les objets appartenant a de
telles structures.

Face a cela, (Button 2006) propose une solution ”"hybride”, demandant une interprétation
ontologique différente selon que la structure contienne ou non des objets absolument indiscern-
ables. Le structuralisme ante-rem munit du PIIF fonctionnerait pour la majorité des structures
(dites "basiques” ), mais échouerait pour les structures contenant des ”indistinguables distincts”
(dites ”construites”). Pour ces derniéres, une approche éliminativiste - i.e. non réaliste - serait
requise.

Ladyman reviendra sur ces exemples aux cotés de Leitgeb dans (Leitgeb and Ladyman
2007). Les auteurs concluront que l'identification des emplacements dans telle une structure
ne peut pas étre déterminé par autre chose que la structure elle-méme e.g. le graphe lui-
méme. En effet, par définition, un graphe peut contenir N noeuds indistinguables, et, sans
aucune autre structure, on ne peut donc rien demander de plus pour prouver qu’il y a bien



N éléments distincts, structuralisme ou non. On ne peut donc pas demander un PII pour des
objets absolument indiscernables. Méme si une telle réponse peut sembler étre une esquive, elle
correspond bien a la pratique et a l'intuition du mathématicien. Selon les auteurs, la pratique
mathématique devrait étre un guide philosophique bien plus important que les présupposés
métaphysiques.

Dans le méme esprit, (Shapiro 2008) et (Ketland 2006), argumentent contre la nécessité
d’introduire une forme de PII pour les positions dans les structures. Lorsque la structure
est completement symétrique, seul importe le nombre d’objets impliqués sans qu’il ne soit
nécessaire/possible de les distinguer, renongant ainsi a la notion d’eccéité et a la nécessité de
définir un PII pour le structuralisme ante-rem. Cet argument, tres proche de celui de Leitgeb
and Ladyman 2007, est en fait tres sensé : pourquoi voudrait-on distinguer des objets indistin-
guables 7 Pour (Shapiro 2008), dans le cas des structures non rigide comme C, I’axiomatisation
de la structure elle-méme implique I'existence de deux solutions & ’équation z = /—1. Cela est
completement suffisant, et aucune condition d’individualisation supplémentaire n’est nécessaire.
En appeler une i’ et autre '—i’, n’est qu'une question de convention (Shapiro compare cet
acte a un baptéme). Plus techniquement, les indistinguables sont compris comme des termes
de Skolem ’b’, incarnation abstraite d’un objet satisfaisant une propriété (e.g. (Jz)¢p(x), dont
on peut déduire ¢(b), sans avoir a spécifier b) dans le processus d’élimination existentielle de
la déduction naturelle (voir e.g. (Moerdijk Ieke 2018)). @ peut ainsi étre compris comme 'un
des terme de Skolem satisfaisant la propriété axiomatique (3z)(z* = —1). Nécessairement, il
existe alors une seconde et unique solution satisfaisant cette propriété : —i.

Cependant, renoncer au PII a la maniere des structuralistes peut étre interprété comme
une "non réponse” aux arguments de (Burgess 1999) ou (Keranen 2001) conduisant en quelque
sorte a une "impasse métaphysique” , dans laquelle les deux camps restent sur leurs positions
("metaphysical standoff” d’apres (Shapiro 2008)). 11 est d’ailleurs clair que 1’argument n’a pas
convaincu de nombreux auteurs (voir e.g. (Assadian 2018)), et que le sujet est loin d’étre clos.

Il devient alors urgent de proposer des solutions alternatives tentant de réconcilier plus
explicitement structuralisme et PII. S’appuyant sur (Bermidez 2007), (Menzel 2018) propose
un traitement I'eccéité comme propriété structurelle de maniere a ce que le structuralisme de ce
réduise pas au Platonisme. Si il n’offre pas une réponse ultime a ce débat, ce dernier travail nous
amene a nous (re)poser la question centrale suivante : qu’entend t-on vraiment par propriété
structurelle/relationnelle ? (voir (Korbmacher and Schiemer 2018)).

L’impact et I'importance des débats précédents sur le PII et les fondations du structuralisme
dépassent largement le cadre de la philosophie des mathématiques. Comme nous l'avons déja
effleuré dans le présent essai, la notion de distinguabilité est aujourd’hui également centrale
en physique (notamment statistique, relativiste et quantique, voir e.g. (French 2019)) et de
nombreuses approches structuralistes des sciences physiques ont également été proposées (voir
(Schmidt 2019)). Plus largement encore, une métaphysique basée sur les relations est proposée
par le réalisme structurale (voir e.g. (Bitbol 2010) et (Ladyman 2020)). Tous ces structuralismes
présentent inévitablement des similitudes fortes avec le structuralisme mathématique et font
face a des problématiques similaires. Quelle que soit sa forme, le structuralisme doit donc
pouvoir justifier comment il souhaite, ou non, individualiser les indiscernables.
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5 Annexes: définitions supplémentaires

Mathématiques : automorphismes

Soient A et B deux ensembles ou structures mathématiques et f : A — B une application. A
et B sont munis d’au moins une opération interne appelées respectivement %4 et xp.

f est dite bijective si chaque antécédent a une unique image, c’est a dire si

Vee A/lJye B tel que f(x)=y. (3)

e [ préserve la structure si

Va0 € A [z x4 22) = f(21) *B f(72), (4)

Une application qui est bijective et qui préserve la structure est appelé un isomorphisme.

Un isomorphisme d’un ensemble A sur lui méme est appelé un automorphisme. L’opération
identité id : A — A telle que id(A) = A est toujours un automorphisme de A, il est appelé
automorphisme trivial.

Mathématiques : Relations

Une relation est une application prenant un ou plusieurs objets d’'un ensemble pour former une
proposition (pouvant étre vrai ou fausse). Une relation unaire prends un seul objet et une
relation binaire en prends deux. Si tous les objets pris par la relation appartiennent au méme
ensemble on parle de relation interne. Soit R une relation binaire interne sur I’ensemble A.

e R est irréflexive si Vo € A, ~(R(z,x)).
e R est symétrique si Vz,y € A, R(z,y) = R(y, z)

e R est asymétrique si Vz,y € A, R(z,y). = ~(R(y,z)). Une relation asymétrique est
forcement irréflexive (mais pas I'inverse). Les relations d’ordre strict z > y et x < y sont
des relations asymétriques.

e R est une relation métrique, traditionnellement notée g(.,.) = d si elle est symétrique,
irréflexive, vérifiant la condition de séparabilité : Va,y € A, g(z,y) = 0 & = = y et
I'identité triangulaire : Vz,y,z € A, g(z,y) = di < g(x,2) = dy + g(z,y) = ds. Elle
permet de définir la notion de distance sur un espace topologique (et peut étre facilement
généralisée aux variétés (variétés Riemanienne)).

Physique : Bosons et fermions

En physique moderne, les particules élémentaires sont comprises comme des excitations de
champs quantifiés étant eux mémes des représentations irréductible du groupes des symétries
de 'espace-temps : le groupe de Poincaré (voir e.g. Schwichtenberg 2018). Ces représentations
sont classifiés par un nombre demi-entier : le spin.

e Les particules de spin demi-entier sont appelés des fermions W. Sous permutation de
deux particules on a la transformation ¥ — —W, justifiant leur distinction a l'aide du
PIIF. Les éléctrons, les quarks et les neutrinos sont des fermions.

e Les particules de spin entier sont appelés des bosons . Sous permutation de deux
particules, le champs est invariant ¢ — ¢, les rendant formellement indiscernables. Les
photons, les gluons, et médiateur des forces élémentaires sont des bosons.



