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1 Introduction

Une connexion (en anglais “connection”) est un objet mathématique permettant de définir la
notion de transport parallele et de dérivation des objets géométriques dans un espace courbe. Ayant
émergé de la volonté de définir un opérateur de différentiation qui soit invariant sous changement
de coordonnées, la notion de connexion jouera un role central pour calculer les courbes géodésiques,
la torsion et la courbure sur les variétés dites Riemanniennes. Une fois généralisées, les connexions
fournissent un outil puissant permettant de définir le parallélisme sur des espaces aux dimensions et
aux géométries diverses. Les connexions apparaissent ainsi au point de contact entre géométries non-
Euclidiennes et calcul infinitésimal, a la naissance de la géométrie différentielle. La portée de cette
notion en mathématiques (géométrie différentielle, espaces fibrés, cohomologie...) et en physique
(connexions de Yang et Mills (1954), de Berry (1984), relativité générale (Einstein 1915) ...) est
absolument gigantesque, en faisant désormais une notion incontournable en géométrie contemporaine.

Nous présenterons ici comment ce concept a émergé et s’est articulé lors de 'apparition de la
géométrie différentielle moderne. En particulier, nous chercherons a comprendre comment la notion
de connexion, d’abord irrémédiablement liée a la métrique — i.e. au fibré tangent — a pu s’en émanciper
au XX siecle, pour permettre Papparition de la notion générale d’espaces fibrés grace a des acteurs
comme Weyl, Cartan et Ehresmann. Nous défendrons la these que cette mutation s’est opérée sous
I'influence d’une double nécessité : une premiere nécessité venant des théories physiques, en réponse
au besoin d’étendre la relativité générale et de généraliser les théories de jauges au contexte de
la toute jeune mécanique quantique et une seconde nécessité géométrique, provenant du besoin de
réconcilier deux conceptions apparemment incompatibles de la notion d’espace géométrique données
par Klein et Riemann. Comme nous le verrons, le poids de cette double nécessité fournit un cas d’école
particulierement frappant d’interdépendance des développements en physique et en mathématiques.
Au cours de cette généralisation, des propriétés cruciales, comme la courbure et la torsion, cessent
d’étre des propriétés des espaces pour devenir des propriétés des connexions elles-mémes, amplifiant
de surcroit I'importance de ce concept.

En section 2, nous commencerons par une rapide mise en contexte présentant le statut de la
géométrie dans laquelle la notion de connexion pourra émerger a la fin du XIX®™e siecle. Puis, en
section 3, nous présenterons la genese de la notion de connexion dans le cadre de la géométrie
Riemannienne, de I'introduction des symboles de Christoffel en 1869 jusqu’a la notion de transport
parallele par Levi-Civita en 1917. Dans la section 4, qui représentera la contribution principale de
cet essai, nous décrirons comment cette notion a été généralisée au cours du XX°™e siecle. Enfin,
nous concluerons en section 5. Des définitions complémentaires pouvant aider la lecture sont données
en appendice A, suivies d’une présentation formelle des différentes approches contemporaines pour
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définir les connexions en appendice B. Enfin, quelques éléments de la Weltgeometrie de H. Weyl sont
donnés en appendice C. Je cite dés maintenant les précieux articles de Bourguignon (1992) et de
Freeman (2011) qui ont servis de sources secondaires pour la trame du présent essai.

2 Le statut de la géométrie jusqu’a la fin du XIX®™e siecle : le
chemin des géodésiques.

La notion de connexion apparait naturellement dans le cadre de la géométrie différentielle, re-
présentant I'union du calcul différentiel et de la géométrie dite non-Euclidienne. Comme nous le
défendrons brievement ici, cette rencontre s’est opérée a partir du XVIII®™® siecle, en partie suite
a l'intérét porté par la communauté scientifique a I’étude des courbes extrémales (minimisantes et
minimisantes) et tout particulierement celle des courbes extrémisant la distance sur les surfaces,
appelées géodésiques'. Au terme de cette aventure intellectuelle, les connexions émergeront comme
lopérateur différentiel ultime permettant de dériver I’équation des géodésiques sur les surfaces et
plus généralement dans tout type d’espaces.

A la fin du XVIIeme siecle, le puissant calcul différentiel apparait comme un nouvel outil per-
mettant de dériver des résultats globaux sur les fonctions et les courbes a partir de 1’étude de leurs
propriétés locales (i.e. sur des éléments infinitésimaux). C’est a Leibniz (1684) et & Newton (1669)
que l'on doit 'introduction d'un tel outil, notamment pour répondre a des besoins émergeant de la
mécanique. Dans leurs développements, les deux auteurs proposent des approches tres différentes tant
techniquement que conceptuellement, qui seront ultérieurement démontrées comme équivalentes 2.

Dans l'optique de montrer toute la puissance du calcul différentiel, Jean Bernoulli (1696), ami et
mentor de Leibniz, défie la communauté des géometres de trouver la trajectoire mécanique associée
au temps le plus court pour qu'un point mobile soumis uniquement a son propre poids relie deux
points (défi de la brachistochrone). Un tel défi fournira en effet un terrain de jeux idéal pour 'appli-
cation des méthodes du calcul différentiel auquel s’atteleront les experts du sujet comme Leibniz et
Newton, mais aussi Jacques Bernoulli, le frere de Jean, le Marquis de 'Hopital et Ehrenfried Walther
von Tschirnhaus. Dans un contexte de rivalité entre les deux freres Bernoulli, les défis concernant
les courbes aux propriétés particulieres se succederont avec notamment 1’étude des courbes isopéri-
metres, proposée comme défi par Jacques Bernoulli (1697a) a son frére et a l'origine de nombreuses
joutes publiques. La méme année, Bernoulli (1697b) défiera la communauté de trouver les courbes
géodésiques sur des surfaces quelconques. L’équation différentielle solution ne sera publiée que plus de
trente ans plus tard indépendamment par Euler (1732), a la demande de son mentor Jean Bernoulli,
et par Clairaut (1733). Pour dériver sa solution, Euler sera le premier a caractériser une surface
générale par une expression différentielle du type dS(z,y,z) = 0 dans un systeme de coordonnées
(x,y, z), anticipant les développements futurs caractérisant les surfaces par des formes quadratiques
(les métriques) . On comprend alors progressivement que les géodésiques forment des courbes par-
ticulieres permettant d’étudier les propriétés des surfaces elles-mémes. Gauss (1828) utilisera ces
courbes pour étudier et définir la notion de courbure et met en avant le caractere intrinseque de
cette quantité*. L’investigation menée par Gauss sur les surfaces représente un véritable tournant
conceptuel, esquissant la plupart des outils modernes de la géométrie différentielle tel que 1’élément
linéaire différentiel de longueur ds. A la suite de Gauss, 1’étude extensive du cinquieme postulat
d’Euclide au XIX®™¢ siecle amenera progressivement les mathématiciens & penser des géométries
alternatives, dites "non-Euclidiennes”. Gauss est un des premiers a identifier I'intérét de ces géomé-
tries, qu’il appelle "anti-Euclidienne”, mais ne publie pas a ce sujet par peur de la controverse. Les

1. J’ai eu la chance de traiter les premieres étapes de I’étude moderne des courbes géodésiques dans le court essai
disponible ici.

2. Pour plus de détails sur I'histoire du calcul différentiel, nous renvoyons & la lecture de Boyer (1959) et Freguglia
et Giaquinta (2016).

3. Pour une histoire compléte des courbes géodésiques voir notamment Enestrom (1899).

4. & ce sujet, voir 'analyse de Nabonnand (1995)


https://leovacher.github.io/files/courbes-Vacher.pdf

mathématiciens russes et hongrois, Nikolai Lobachevsky et Janos Bolyai étudient des espaces aux
propriétés particulieres respectivement en 1829-1830 et en 1832, développant ce qui deviendra connu
sous le nom de géométrie hyperbolique.

En parallele, les méthodes du calcul différentiel se voient progressivement raffinées, notamment
par le calcul 6 proposé par Lagrange (1806) et étudié extensivement et systématiquement par Euler °.
Ces nouveaux outils sont sublimés par les études mécaniques proposées par William Rowan Hamilton
(1805-1865), Jopseph Liouville (1809-1882), Gaston Darboux (1842-1917) pour ne citer qu’eux. Ils
donneront ainsi naissance a la mécanique analytique moderne dans laquelle les géodésiques et courbes
minimisantes jouent encore un role primordial puisqu’elles caractérisent les trajectoires des systemes
physiques ® (on parle aujourd’hui de mécaniques Lagrangienne et Hamiltonienne).

La réunion de tous ces développements amenera Riemann (1854) a introduire la notion de "n-fach
ausgedehnte Mannigfaltigkeit”, aujourd’hui appelée variété (en anglais "manifold”) de dimension n,
lors de sa conférence d’habilitation, a la demande de Gauss qui était précédemment son directeur de
these (le manuscrit ne sera publié qu’apres la mort de Riemann en 1868). Ce travail, conceptuel et
presque exempt de formules, donne les pistes pour généraliser a n’importe quelle dimension le travail
de Gauss sur les surfaces. Riemann formalisera partiellement ces idées dans un essai ultérieur en
latin non terminé traitant de considérations thermodynamiques en réponse a un concours lancé par
I’Académie des Sciences Paris (Riemann 1861). Dans ce nouveau cadre, les distances sont données sur
la variété par une forme quadratique ds? généralisant 1’élément linéaire de Gauss. ds? sera exprimé
plus tard par le tenseur métrique g, & partir duquel peut étre définie la courbure”. Comme nous le
verrons, c’est dans ce contexte qu’émerge la notion de connexion pour rendre compte de la notion
de dérivation puis de parallélisme sur les variétés Riemanniennes.

3 La genese des connexions, de Riemann a Levi-Civita

3.1 Christoffel 1869

Apres leur introduction, les travaux de Riemann restent peu reconnus, si ce n’est par son directeur
de these Gauss. Progressivement, cependant, I’étude formelle du nouveau cadre géométrique qu’il
propose se met en place et de nombreux mathématiciens proposent des développements conséquents
comme Lamé, Beltrami et Helmholtz. Des avancées mathématiques majeures sont également amenées
par les développements en physique comme la formulation de I’électromagnétisme proposée par James
Clerk Maxwell . Dans ce contexte, Erwin Bruno Christoffel (1869) et Rudolf Lipschitz (1869) étudient
les propriétés de transformation des formes quadratiques par changement de coordonnées. Christoffel
considere la relation (Eq. 1 p.47)

Z Wi 0x;0x) = Z Wi 00Ty, (1)

traduisant I'invariance de la forme différentielle w par changement de systeme de coordonnées f : x —
2’. On pourrait typiquement penser au cas particulierement intéressant ou w = g est la métrique.
Essentiellement, Christoffel cherche ici & construire des expressions covariantes (qui ne changent
pas de formes par changement de coordonnées). En étudiant quelles contraintes doivent satisfaire les
dérivées de la transformation f(z;) pour satisfaire la contrainte donnée par 'équation (1), Christoffel
introduit par commodité 1'objet [’,ﬂ, plus tard appelé "symboles de Christoffel”. Il est défini en

fonction des dérivées de w comme [’,ﬂ = WM (Qwj + Ojwy — Ow;i)/2 (Eq. 4 p.48). Dans le cas

5. A ce sujet, voir Woodhouse (1810) et Carathéodory (1937).

6. En mécanique Lagrangienne, les trajectoires des systemes extrémisent ’action et en mécanique Hamiltonienne,
elles sont des formes de géodésiques sur I'espace des phases pensé comme une variété symplectique.

7. Le tenseur de courbure apparait déja sous la plume de Riemann comme un terme du second ordre dans ’expres-
sion de ds?. Cependant, il faut bien comprendre ici que la notion de tenseur n’existe pas encore et on préfere parler
de ”symboles”. Pour plus de détails sur 'apparition du tenseur de courbure, voir Darrigol (2015).

8. Pour une histoire compléte des mathématiques a la suite de Riemann, voir la partie IT de Struik (1933) et le tres
complet exposé de Spivak (1999) contenant également une analyse des papiers de Gauss et de Riemann



oll w = g, ceux familiers avec la géométrie Riemannienne reconnaitrons en [Z,ﬂ I’expression des

coefficients de la connexion de Levi-Civita I'* ;¥ (pour une définition voir 'appendice B).
Cependant, [l,z } n’est pas encore interprété comme lié a la notion de transport parallele, et Chris-

toffel fait apparaitre ce coefficient uniquement a la recherche de réduction algébrique des invariants

différentiels 1°.

3.2 Ricci-Curbastro 1901

Il faut attendre les développements de Gregorio Ricci-Curbastro (Ricci 1887 ; Ricci 1888), suivis
du manuscrit central co-écrit avec son étudiant Tullio Levi-Civita : "Méthodes de calcul différentiel
absolu et leurs applications” (Ricci et Levi-Civita 1901). L’essai frappe par son style clair et mo-
derne et est considéré comme le premier & avoir formellement introduit la notion de tenseur '? et la
distinction entre quantités covariantes et contravariantes.

Dans leur manuscrit, Ricci et Levi-Civita se basent sur les propriétés d’invariances étudiées par
Christoffel * pour définir un opérateur de dérivation sur les variétés Riemanniennes qui soit invariant
par changement de coordonnées. Pour le cas particulier d'un vecteur X, = 0X/0z,, ou X est une
fonction et x, est une coordonnée, les auteurs définissent la dérivée covariante de X, par rapport a
xs selon "la forme fondamentale” (la métrique) comme (Eq. 19 & 19" p.138)

8X7" - rSs
Xps = 8335 - - {q}XQ' (2)

q=

Ainsi, il est démontré que 'objet X,.¢, aujourd’hui couramment noté V,X,, peut étre compris comme
une dérivée du vecteur X, dans la direction d’un vecteur pointant selon z,, dont la valeur est
invariante par changement de référentiel et conserve la forme de la métrique. Un saut conceptuel
majeur s’opere : on étend la les notions de calcul différentiel a des objets géométriques que sont les
vecteurs et les tenseurs dans un espace courbe. C’est donc tout l'objet du "calcul différentiel absolu”
que de définir des dérivées qui soient indépendantes du choix de coordonnées, dans la volonté de
raisonner sur des objets géométriques dont la nature est indépendante d’un choix arbitraire de base
dans laquelle les exprimer. Dans Ricci et Levi-Civita (1901), le lien crucial est également fait avec les
courbes géodésiques et les trajectoires de la mécanique analytique de Lagrange, qui sont comprises
comme des courbes dont la dérivée covariante V,u du vecteur tangent u est nulle en tout point (voir
discussion dans le Chapitre V, p.178). Il s’agit donc bien ici du point de naissance de la notion de
dérivée covariante, et donc de celle de connexion.

Cependant, comme le déclarera Levi-Civita lui méme "for many more years it was used almost
exclusively by its inventor and a few of his students”, jusqu’a ce qu’en relativité générale "Ricci’s

9. Comme argumenté dans cette discussion, la notation I‘ijk Einstein (1914) (p.1058) Einstein (1915) (p. 783).
Le choix de la lettre gamma pourrait étre associé au mot “gravitation”. Au cours du XX®me siecle, les notations en

crochets de Christoffel [ﬂ et {115 } se verront progressivement remplacées dans la littérature par I‘ijk.

10. Il n’est d’ailleurs absolument pas question de calcul différentiel sur les variétés dans les travaux de Christoffel,
qui utilise uniquement des méthodes algébriques (contrairement & Lipschitz (1869) qui lui utilise une approche basée
sur le calcul des variations). L’étude des propriétés d’invariance des formes quadratiques par changement de référentiel
était alors un sujet phare & 1’époque (particulierement en Italie) et déja initiée par d’autres mathématiciens comme
Casorati (1862) 1.

12. On peut argumenter que de tels outils avaient déja été développés, au moins partiellement, avec le calcul extérieur
de Grassmann (1844).

13. Les auteurs sont tres clairs sur ce point et il me semble important d’en citer ’extrait suivant : M. Christoffel a
remarqué le premier que si un systéeme d’ordre m, X, r,.. ., est covariant, le systeme d’ordre m + 1

m

X m n
X _ 1,72 Tm TITm+1 X
T1,72.-Tm Tm+1 q T1,72...T1—19T14+1---Tm

=1 qg=1

est aussi covariant. Nous appelons dérivation covariante [...] 'opération par laquelle, cette forme aidant, on passe d'un
systeme donné X,, ., ., ausysteme X, ,,. ” (Ricci et Levi-Civita (1901), p.138)

m TmTm41


https://hsm.stackexchange.com/questions/7974/notation-for-christoffel-symbols

calculus revealed itself to be not only useful but truly indispensable” . En effet, le formalisme proposé
par Ricci et Levi-Civita apparaitra comme un outil indispensable pour le développement de la théorie
de la relativité générale par Albert Einstein (1915), qui représentera ainsi un énorme succes pour le
calcul différentiel absolu. Cette théorie physique décrit la force de gravité comme la manifestation
d’un espace-temps courbe (modélisé par une variété de Riemann > en quatre dimensions) sur lequel
les objets se déplacent en suivant des mouvements géodésiques. Cependant, d’apres Bourguignon
(1992) il s’agit la d'une "occasion manquée” pour les connexions, car elles ne sont pas interprétées
géométriquement ni méme étudiées individuellement : il n’existe qu'une maniere de différentier les
objets sur I'espace-temps, a travers l'utilisation des symboles de Christoffel (Eq. 2), et il s’agit 1a
avant tout d’'une opération algébrique et non géométrique.

3.3 Levi-Civita 1917

Le prochain saut majeur est effectué par Levi-Civita (1917)'¢ qui propose une interprétation
géométrique des objets formels du calcul de Ricci associés a la géométrie Riemannienne '7. 11 aboutit
a de tels résultats en cherchant originellement a simplifier la complexité des dérivations associées au
calcul différentiel absolu. Levi-Civita commence son essai en cherchant a généraliser le "parallélisme
ordinaire” — définit dans un espace Euclidien — sur une variété Riemannienne V,,. Pour cela, il écrit la
condition du parallélisme ordinaire dans I’espace euclidien entre deux directions « et o’ situés en deux

—

points infinitésimalement proches P et P’ comme la conservation des angles (f/)\(a) = (f)(a') Vf.
L’enjeu est alors de demander que cette condition soit satisfaite pour des vecteurs appartenant
a l'espace tangent de V,, en P et P’ (a, f € TV, '®). En notant £ les coordonnées d'un vecteur
définissant la direction a en P, & + d¢* celles d'un vecteur associé a la direction o en P, et dz; la
distance infinitésimale PP’, Levi-Civita démontre que la condition de parallélisme devient (Eq. A p.
174)

de + Zn: {J’j} dz;6® = 0. (3)
4l

En considérant alors une courbe paramétrique z;(s) reliant P et P’, 'équation (3) est équivalente
a4 Pannulation de la dérivée covariante V,& = 0 ot v = (da?/ds) 9; est le vecteur tangent a z(s)
(en notations modernes). Cela permet ainsi a Levi-Civita de définir le "transport parallele” du vec-
teur ¢ dans la direction v, correspondant au roulement sans glissement du vecteur sur la variété
et comprend donc que c’est la connexion qui définit le parallélisme sur une variété Riemannienne
a travers la dérivée covariante. En considérant qu’il est toujours possible d’immerger la variété V,,
dans un espace Euclidien Sy tel que N > n'?, Levi-Civita comprend que la dérivée covariante cor-
respond au projeté orthogonal de la variation du vecteur dans Sy, c¢’est-a-dire V,u = PW(T)% ou
P : Sy — TV, est le projecteur orthogonal de I’espace Euclidien englobant vers 1’espace tangent 2°,
ainsi le vecteur est dérivé dans ’espace ambiant puis "plaqué” sur la variété aussi rigidement que
possible, correspondant a I’expérience que 'on aurait a déplacer aussi parallelement que possible un
objet sur une surface courbe. L’équation des géodésiques V,u = 0 se comprend alors comme "la
vitesse u d’une géodésique est transportée aussi parallelement que possible le long de la courbe”. Ce
dernier développement représente donc une étape majeure qui donne une visualisation géométrique

14. Citations empruntées a Freeman (2011).

15. Plus exactement une variété "pseudo-Riemannienne”, car le produit scalaire définit par la métrique en chaque
point n’est pas défini positif.

16. Voir la traduction en anglais de Godina (2022).

17. Des développements similaires furent également entrepris indépendamment par G. Hessenberg et J.A. Schouten
(Reich 1992 ; Cogliati 2016).

18. L’angle (u)/(\v) entre deux vecteurs u et v est défini par la métrique g dans chaque espace tangent comme

cos |(u) (v)] = g(u, v) /g, w)/g(v,v),

19. Ce constat est en fait le point de départ de Levi-Civita, et il utilise le fait que tous les vecteurs de T'V,, sont
aussi des vecteurs de Sy pour dériver I’équation (3).

20. Pour une analyse fine de la dérivée covariante définie ainsi, voir l’excellent cours de Faure (2021a).



de V et amene progressivement a penser les connexions comme un objet en soi. Fort de ces résultats,
Levi-Civita donne également une interprétation géométrique au tenseur de courbure. En considérant
un parallélogramme géodésique PQQ'P’, il démontre que le tenseur de courbure permet de calculer
la différence de longueur P'Q"* — PQ?.

4 Les connexions au XX®" siécle et la sortie du fibré tangent

La notion de connexion introduite jusqu’ici est irrémédiablement définie et liée a la métrique et
ainsi aux propriétés géométriques de 'espace dans lequel elle est définie. Elle permet de calculer
les géodésiques et la courbure et — comme 1’a montré Levi-Civita — définit une notion de transport
parallele des objets géométriques en accord avec I'intuition de transporter un objet (e.g. un vecteur)
aussi "rigidement” que possible dans l'espace sans lui induire de rotation supplémentaire. Aussi
crucial que soit ce concept, il s’agit pourtant aujourd’hui d’un cas particulier de connexion, appelée
connexion de Levi-Civita, définie sur le fibré tangent (ou vivent les vecteurs et les tenseurs). Un
saut conceptuel majeur va alors s’opérer au XX®™¢ siecle, permettant de définir le parallélisme et le
transport parallele d’objets plus abstraits. Comme nous cherchons a le défendre ici, cette transition
s’est opéré sous l'influence de deux nécessités indépendantes : un besoin motivé par la description
physique des interactions au-dela de la gravité d’Einstein et la volonté d’'unifier la géométrie proposée
par Riemann et celle proposée par Klein.

4.1 La nécessité de la physique : de Weyl a Yang-Mills

Les deux premieres décennies du XX®™e siecle voient le succes de la relativité générale et les
prémices de la physique quantique. C’est dans ce nouveau cadre que des connexion plus générales que
celle de Levi-Civita apparaitront, d’abord dans une tentative échouée d’étendre la relativité générale
pour inclure ’électromagnétisme, avant d’etre imposées par le formalisme de la mécanique quantique
relativiste et de la physique des particules. Le mathématicien et physicien allemand Hermann Weyl
(1918c) est le premier a définir formellement les connexions affines, indépendamment de la métrique,
se libérant ainsi de 1'unique connexion de Levi-Civita étudiée jusqu’alors pour envisager d’autres
connexions possibles, faisant d’elles un objet mathématique a part. Dans cet essai crucial, il est
d’ailleurs le premier a appeler 'objet associé aux symboles de Christoffel ”Zusammenhang”, pouvant
se traduire par "connexion”. Formellement, Weyl réalise en fait que la notion de parallélisme n’est
pas contenue dans la variété (M, g) seule, mais nécessite I'ajout de la structure I' supplémentaire
définissant le parallélisme ! i.e. il est possible de définir I' indépendamment de g dont la connexion
de Levi-Civita est seulement un cas particulier 22 23

Immédiatement apres ces premieres réflexions mathématiques, Weyl fournit un exemple de connexion
affine alternative dans Weyl (1918a) puis dans le livie Weyl (1918b)?* alors qu'il cherche & unir
électromagnétisme et gravitation dans une seule théorie des champs unifiés : la Weltgeometrie. La
motivation originale de Weyl vient du fait que 'utilisation de la connexion affine de Levi-Civita I"
pour décrire I'espace-temps ne semble naturelle ni du point de vue des mathématiques — car elle
permet un changement de direction des vecteurs lors du transport parallele, mais pas de longueur,
elle n’est donc pas le cas le plus général — ni du point de vue de la physique, car elle permet de
définir les longueurs de maniere absolue sur ’ensemble de 1'espace-temps, et les principes physiques
ayant guidé I’émergence de la relativité restreinte et générale préfereraient une théorie entierement

21. & ce sujet voir également les suppléments associés & Bell et Korté (2016).

22. Au cours de ces mémes développements mathématiques, Weyl introduit également C', aujourd’hui connu sous le
nom "tenseur de Weyl”, outil indispensable pour catégoriser les différents types d’espace-temps en relativité générale.

23. Peu de temps apres, d’autres mathématiciens tels que Schouten (1922) s’attelent a généraliser la notion de
parallélisme proposée par Levi-Civita (pour une discussion compléte voir e.g. Struik (1933) et Cogliati (2016)).

24. Le livre discutera la Weltgeometrie seulement a partir de sa troisieme édition en 1921.



locale **. Comme nous le détaillons en appendice C, Weyl construit alors sa théorie en faisant appel
a une forme générale d’invariance des propriétés de l'espace-temps, appellée "Massstab Invarianz”
puis "Eich Invarianz”?%, qui sera le précurseur moderne de l'invariance de jauge définie de maniere
moderne et qui servira de guide a de nombreux développements subséquents en physique (O’Rai-
feartaigh et Straumann 1998 ; Jackson et Okun 2001). En plus des changements de référentiels dans
I'espace-temps, il est demandé que la théorie reste invariante sous la transformation conjointe 2’
g— erget A= A—dA, ot A(z) est une fonction arbitraire sur I’espace-temps. La transformation de
g (appelée aujourd’hui transformation conforme) traduit I'impossibilité de calculer les longueurs de
maniere absolue sur I’ensemble de I'espace-temps tout en conservant les angles, et la transformation
de A est la transformation de jauge classique du potentiel électromagnétique. Avant d’étre identifié
avec le potentiel électromagnétique, A est originellement introduit dans la théorie afin de définir le
transport parallele des objets de maniere unique a 1’aide d’une nouvelle connexion affine (dite "de
Weyl”) impliquant & la fois la connexion de Levi-Civita I" et le potentiel électromagnétique A. Alors
que I' induit la rotation des vecteurs lors du transport parallele, la contribution de A peut modifier
leur longueur. A est ainsi a lui seul un nouveau type de connexion introduit par Weyl, régissant le
transport parallele des longueurs. Dun point de vue physique, le champ électromagnétique, comme le
champ gravitationnel, devient alors lui aussi une propriété de ’espace-temps (et influence les mesures
de temps et d’espace). La proposition de la Weltgeometrie est donc particulierement révolutionnaire,
car elle prédate la formalisation de la mécanique quantique ainsi que la compréhension moderne de
I’électromagnétisme comme un champ de jauge.

Einstein décrira la Weltgeometrie comme “a coup of genius of the first rate...” mais devra admettre
a Weyl que "although your idea is so beautiful, I have to declare frankly that, in my opinion, it is
impossible that the theory corresponds to nature”?%. En effet, Einstein constate que, la longueur des
objets et le temps mesuré par les montres étant dépendant de leur trajectoire dans ’espace-temps
dans la Weltgeometrie, la fréquence des horloges atomiques devrait dépendre de la position et de
I’histoire passée des atomes, en contradiction flagrante avec I'expérience. Weyl continuera cependant
a défendre hardiment sa théorie pendant plus de dix ans, motivé par sa beauté mathématique.
L’avenement de la mécanique quantique permettant de choisir une unité universelle de longueur
a travers h finit par convaincre Weyl que la longueur peut bien étre choisie globalement et qu’il
doit renoncer a la Weltgeometrie au début des années 20. Il se concentrera alors sur des études
purement mathématiques jusqu’en 1926. Cependant, les idées de Weyl ont été largement réutilisées
en physique, notamment dans les développements ultérieurs menés par Kaluza et Klein dans lesquels
I’électromagnétisme émerge d’une cinquieme dimension de l'espace-temps (Kaluza 1921)2°) mais
également dans la recherche de théories conformes (ou invariantes de Weyl) en théories quantique
des champs, cosmologie et théorie des cordes *°.

Au regard des connexions, ce premier apport de Weyl est donc conséquent : d’une part, il isole
la connexion comme un objet en soi, central pour la physique et les mathématiques et, motivé par
une théorie physique, il fournit un exemple de connexion alternative a celle de Levi-Civita.

Au milieu des années 1920, 'avenement de la formalisation moderne de la mécanique quantique
va de nouveau bouleverser le role joué par les connexions en physique et les généraliser grandement,
sans pour autant que les physiciens en prennent conscience. Schrodinger (1922), remarque que la
théorie proposée par Weyl pourrait décrire non pas la métrique, mais les propriétés de la fonction
d’onde de l’électron a condition que la transformation de jauge proposée soit donnée par une phase
complexe (et non réelle comme proposé par Weyl). Des considérations similaires seront effectuées a

25. A savoir que les points de 'espace-temps sont maximalement indépendants les uns des autres et que 'information
peut se transmettre d’un point & un autre de proche en proche a une vitesse inférieure a celle de la lumiere.

26. Ce nom lui est suggéré suite & des échanges avec Einstein (Scholz 2004).

27. Ici en notations modernes.

28. citations empruntées & Straumann (1996) (p.1).

29. Pour une introduction formelle voir e.g. Coquereaux et Jadcyzk (1988).

30. Pour une discussion sur la recrudescence moderne de la théorie de Weyl, voir e.g. Sanomiya et al. (2020),
Farnsworth, Luty et Prilepina (2017), Barcels, Carballo-Rubio et Garay (2018), Scholz (2018) et Scholz (2020).



nouveau ultérieurement par Fock (1926) et London (1927) 3. Alors que Schrodinger (1926) développe
sa reformulation de la mécanique quantique en termes de fonction d’ondes a travers son équation
éponyme, il apparait de plus en plus clairement aux physiciens que I’électromagnétisme intervient
dans la théorie quantique a travers l'opérateur de quantité de mouvement p, = 9, — ieA,.

Un tournant majeur s’opére lorsque Dirac (1928) démontre que, pour adhérer avec la relativité
restreinte 3, la fonction d’onde décrivant 1’électron doit avoir quatre composantes (il s’agit d’un
spineur **). Weyl propose alors I'année suivante une généralisation de la connexion de Levi-Civita
aux spineurs %3 (Weyl 1929b; Weyl 1929a). Les connexions se voient donc étendues pour agir sur
des objets ne vivant pas sur le fibré tangent (vecteurs et tenseurs) mais sur des espaces complexes
(associés au fibré tangent) ou agissent des représentations alternatives du groupe de rotation. Ce
développement atteint son point culminant lorsque, a la fin du papier, il démontre de maniere cruciale
que l'interaction électromagnétique peut étre dérivée en demandant a la théorie de respecter une
symétrie de jauge. En effet, une fois le choix de repere fixé sur I'espace-temps, Weyl remarque
qu’il reste une liberté dans la définition du champ de Dirac v laissant la théorie invariante sous la
transformation ¢ — e**4). Weyl argumente que, comme on peut faire un choix arbitraire de référentiel
en chaque point de 'espace-temps, on doit pouvoir en faire de méme avec le choix de la phase du
spineur, et A doit alors étre une fonction de x. Pour accommoder ce choix et préserver l'invariance du
terme 9,1 dans I'équation de Dirac ™, il est nécessaire d’ajouter un nouveau champ A a la théorie,
entrant dans la quantité de mouvement 9, —ieA, et se transformant comme A, — A, —09,A lors d'un
changement de phase de 1) (appelé ici encore changement de jauge). A peut alors étre identifié comme
le champ électromagnétique. On retrouve donc une structure similaire a celle de la Weltgeometrie,
ou v joue le role de g et 'exponentielle de la transformation conforme contient un facteur imaginaire
supplémentaire. En utilisant le théoreme de Noether (1918), Weyl associe également invariance de
jauge et conservation de la charge électrique, comme il avait déja tenté de le faire pour la premiere
fois en 191837, Face & ces nouveaux résultats, Weyl reste prudent apres la déception de sa premiere
grande ambition d’unification et la visibilité de ses travaux reste faible comparée a 'ampleur de sa
réalisation *®. De plus, alors que Weyl réalise indubitablement que A est une connexion affine dans
sa théorie de 1918, il ne semble pas qu’il identifie de nouveau A comme une connexion en 1929, dont
F serait la courbure (voir discussion section 4.3). Il fait alors inconsciemment un pas de géant hors
du fibré tangent pour la théorie des connexions.

La procédure employée par Weyl pour générer une interaction a partir d'une symétrie de jauge,
sera lentement assimilée par les physiciens et réutilisée ultérieurement pour modéliser toutes les
interactions fondamentales connues. Yang et Mills (1954) proposent une modélisation similaire de
l'interaction forte avec une transformation de jauge agissant sur le doublet proton/neutron a travers
le groupe non-abélien SU(2) modélisant la symétrie d’isospin®’. Ce méme modele sera réadapté
ultérieurement indépendamment par Glashow (1961), Weinberg (1967) et Salam (1969) pour proposer

31. A ce sujet, voir la discussion compléte donnée par Yang (1987).

32. La réalité est un peu plus complexe, Klein (1926) et Gordon (1926) ayant déja proposé une équation de Schro-
dinger relativiste pour une fonction d’onde scalaire. Dirac lui cherche une équation relativiste qui soit linéaire.

33. Objet déja découvert dans un contexte géométrique par Cartan (1913), qui sera un des principaux acteurs de
notre prochaine section.

34. Fock (1929) proposera un développement similaire. Pour une comparaison des approches de Weyl et de Fock,
voir Scholz (2004).

35. Comme les spineurs de Dirac transforment sous la représentation (1/2,1/2) du groupe de Lorentz O(1,3), Weyl
doit introduire les tétrades ou reperes mobiles étudiés largement par Cartan afin de définir la connexion (voir section
prochaine).

36. Pour des définitions, voir 'appendice A.

37. Pour une discussion tres enrichissante sur I’histoire des liens entre transformation de jauge et conservation de la
charge électrique, voir Brading (2002).

38. Comme remarqué par Yang (1987), généraliser 'objection d’Einstein & la Weltgeometrie & la nouvelle théorie
de jauge de Weyl prédit la possibilité de mesurer (e.g. par interférences) une différence de phase entre des électrons
ayant suivi une trajectoire différente. Il s’agit 1& en fait de la prédiction de 'effet bien connu présenté par Aharonov
et Bohm (1959) et observé ultérieurement par Tonomura et al. (1982).

39. II ne semble pas que Yang et Mills connaissaient les travaux de Weyl et citent a la place un papier de Pauli de
1941 pour les théories de jauges.



I'existence de I'interaction électrofaible unifiant force électromagnétique et nucléaire faible dans un
seul formalisme et également pour modéliser 'interaction forte a travers la symétrie de couleur d'un
triplet de quarks sous l'action du groupe SU(3) (Gell-Mann 1964). Cependant, 'interaction faible
semble violer la symétrie de jauge de part l'existence d’une masse non nulle pour les bosons vecteurs
W. 1l est alors fascinant de constater que, pour préserver le principe de jauge introduit et défendu
par Weyl, I'existence d’un nouveau champ scalaire, le boson de Higgs, a été prédite indépendamment
en 1964 par plusieurs physiciens (Englert et Brout 1964 ; Higgs 1964 ; Guralnik, Hagen et Kibble
1964). 11 sera enfin détecté au Large Hadron Collider (LHC) en 2012 (CMS Collaboration 2012;
Atlas Collaboration 2012). Le statut des théories de jauges, encore aujourd’hui, est que les champs
de matieres physiques ¢ vivent dans des espaces fibrés associés aux groupes de structure G=U(1)
pour électromagnétisme, G=SU(2) pour l'interaction faible et G=SU(3) pour l'interaction forte, les
connexions A étant les champs de bosons médiateurs (respectivement les photons, les bosons W et Z,
et les gluons) vivant dans le fibré adjoint. Les transformations de jauges traduisent alors simplement
I'invariance par changement de coordonnées dans la fibre. Cependant il semble clair que, jusqu’aux
années 1970, pas ou peu de physiciens identifient les champs de jauges avec les connexions au méme
titre que celle de Levi-Civita sur I'espace-temps (voir a nouveau la discussion en Sec.4.3).

Pour résumer, nous citons Dyson (1983) : "So the story of gauge fields is full of ironies. A fa-
shionable idea, invented for a purpose which turns out to be ephemeral, survives a long period of
obscurity and emerges finally as a corner-stone of physics”, illustrant donc l'ironie que Weyl ait
introduit d’abord triomphalement les champs de jauges comme des connexions alternatives a celle
de Levi-Civita en 1918, unifiant toute la physique connue alors, avant de renoncer a son idée ori-
ginale pour réintroduire timidement ceux-ci en 1929 alors qu’il fait, certainement inconsciemment,
une découverte majeure qui bouleversera la physique quelques décennies plus tard. On rajoutera a
cette dimension ironique, que Weyl réintroduira les champs de jauges sans les identifier comme des
connexions, a la suite de quoi mathématiciens et physiciens ont suivis parallelement les voies extra-
ordinairement prometteuses des connexions sans réaliser immédiatement qu’ils parlaient du meéme
objet.

4.2 La nécessitée géométrique : de Cartan a Ehresmann

Revenons donc au point de départ du papier de Levi-Civita de 1917 pour étudier les dévelop-
pements entrepris indépendamment sur les théories des connexions sous le poids d’une nécessité
géométrique. Au-dela de 'impact majeur des propositions de Riemann et de leurs développements
discutés plus haut, le statut de la géométrie au début du XX®™e siecle est entrainé par un second dé-
veloppement majeur : le programme Erlanger initié par le mathématicien et physicien allemand Felix
Klein (1893). 1l se fonde sur les groupes et algebres de Lie (1888)“° qui sont des groupes dépendant
d’un parametre continu®!. Ils peuvent ainsi traduire les transformations continues (e.g. translations
et rotations) et il est possible de définir des notions de calcul différentiel sur eux a travers la notion
de transformations infinitésimale 42.

Le programme Erlanger entrepris par Klein, prenant racine dans la géométrie projective, propose
de caractériser les espaces de la géométrie par un ou plusieurs groupes de transformation agissant
sur eux et les laissant invariants. Ainsi, 'espace Euclidien est caractérisé par le groupe orthogonal
O(3), laissant invariantes les longueurs et celui de Minkowski de la relativité restreinte par le groupe
de Poincaré O(1,3) laissant invariant l'intervalle d’espace-temps. Cependant, les espaces courbes de
Riemann, pour lesquels les invariances (données par la métrique) ne sont définies que localement, ne
semblent pas pouvoir rentrer dans le cadre géométrique proposé par Klein.

C’est au mathématicien et physicien frangais Elie Cartan que l'on doit Punification de ces deux
approches a travers I'introduction de nouveaux espaces, qu’il appelle "espaces généralisés” ou “espaces

40. Le nom aurait été donné par Weyl en 1930. Notons ici que Weyl a également réalisé un travail majeur sur les
groupes de Lie et leur application & la physique quantique (Weyl 1928).

41. Pour une histoire des groupes de Lie, voir Hawkins (2000).

42. Chaque groupe de Lie est en fait assimilable & une variété différentielle.



non holonomes”, qui seront les précurseurs des espaces fibrés. En faisant cela, Cartan est également
motivé par la volonté de généraliser la géométrie de Riemann et le parallélisme de Levi-Civita a
d’autres types d’espaces a travers des développements géométriques épurés, s’opposant aux lourds
calculs analytiques de Ricci qu’il déerit comme une “orgie d’indices” (Cartan 1928).

La premiere révolution majeure introduite par Cartan consiste a étudier le comportement des re-
peres mobiles 3, considérant notamment comment un tel repere se comporte lorsqu’il est transporté
parallelement le long de courbes ou de boucles. L’intérét de cette approche réside dans le fait que la
donnée d’un repere orthonormal en chaque point d’un espace définit aussi la notion d’orthonarmalité
en chaque point, ce qui est équivalent a la donnée d’une métrique. En plus de cela, le repere contient
une information sur la notion d’orientation et il est possible de lui appliquer des rotations en chaque
point i.e. il se transforme sous 'action des groupes de Lie de symétrie de I'espace, dans I'esprit du
programme Erlanger de Klein. Raisonner ainsi sur les reperes mobiles ameénera progressivement a
penser 'espace des reperes et non l'espace tangent comme 1’objet d’intérét pour étendre la géomé-
trie et expliquera donc la place centrale occupée par la notion de fibré principal dans la définition
moderne des connexions **. La méthode du repére mobile trouve ses origines dans les applications &
la mécanique de Darboux (1894) et Cartan I'applique des 1910 pour 1'étude des groupes de Lie et
des espaces de Klein®® (Cartan 1910). Tl formalise alors partiellement les espaces généralisés dans
Cartan (1922) ou il discute les fondements mathématiques de la relativité générale. Il offre également
ici une nouvelle définition et une interprétation géométrique de la connexion de Levi-Civita et de la
courbure a partir de leurs actions sur les reperes mobiles. Toutes ces considérations seront raffinées
dans de nombreuses publications au cours des années 1922 et 1923, principalement centrées sur les
mathématiques de la relativité générale et leur extension, résultant d’idées ayant maturées depuis
1910 ¢, Dans Cartan (1923), il souligne notamment I'importance des repéres comme représentants des
groupes pour définir les connexions et comprend qu’une connexion permet d’identifier deux espaces
tangents (affine) infiniment proches en donnant les transformations des groupes de Lie permettant
de passer de I'un a 'autre : "Une variété a connexion affine est une variété qui, au voisinage immédiat
de chaque point, a tous les caracteres d'un espace affine, et pour laquelle on a une loi de repérage
des domaines entourant deux points infiniment voisins : cela veut dire que si, en chaque point, on se
donne un systeme de coordonnées cartésiennes ayant ce point pour origine, on connait les formules
de transformation (de méme nature que dans I’espace affine) qui permettent de passer d’'un systéme
de référence a tout autre systeme de référence d’origine infiniment voisine”. Les connexions "collent”
ainsi les espaces tangents les uns aux autres. Additionnellement, Cartan fournit une étude étendue
des connexions & torsion non nulle*”, qui sont des propositions de connexions affines différentes de
I'unique connexion de Levi-Civita mais qui ne changent pas I’équation des géodésiques 2.

Cartan réalise alors progressivement les points absolument cruciaux suivants : 1) les espaces sur
lesquels il est possible de définir le transport parallele peuvent étre différents des espaces tangents
e.g. étre des espaces de Klein définis en chaque point d'une variété 2) Les groupes peuvent agir sur
ces espaces de Klein sans agir sur la variété M et donc jouer un role central et indépendant.

11 développe ainsi sa théorie des espaces généralisés dans Cartan (1924a) et dans Cartan (1924b) il
considere une variété a laquelle est attaché en chaque point un espace projectif associé a un repere. Il
s’agit donc bien la d'un exemple d’espace généralisé ot un espace de Klein est donné en chaque point

43. Egalement appelés triedes par Cartan. On trouve également ’appellation tétrades, vierbein ou n-beins selon la
dimension de 'espace dans laquelle elles sont définies.

44. Voir appendice B.

45. On parle alors de "groupes continus” et "d’espaces homogenes” respectivement.

46. Pour une histoire détaillée des espaces généralisés chez Cartan, voir Nabonnand (2009) et Nabonnand (2016)
et les références associées ainsi que Marle (2014) et Cogliati et Mastrolia (2018) pour une approche centrée sur les
connexions.

47. voir encore "appendice B

48. Ces développements auront des impacts majeurs en physique moderne et contemporaine ou la torsion est fré-
quemment invoquée dans des extensions de la relativité générales comme les théories dites "d’Einstein-Cartan” et
leurs généralisations (e.g. théories f(T')) pouvant expliquer notamment 1’énergie noire ou Uinflation, voir e.g. Traut-
man (2006).
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d’un espace de Riemann. Il définit ensuite une connexion sur cet espace comme l'objet mathématique
permettant de relier de proche un proche les espaces projectifs entre eux, c’est-a-dire d’identifier les
points appartenant a deux espaces projectifs infinitésimalement proches. Nous faisons la face a une
définition incroyablement moderne de connexion, définie par son action sur les reperes (i.e. le fibré
principal) et qui n’est pas sur le fibré tangent. Le saut hors du fibré tangent pour les connexions est
ainsi conscient et pleinement effectué en mathématiques.

Cartan résume parfaitement son apport indispensable a la généralisation des connexions depuis
Levi-Civita comme :%° : "L’idée fondamentale se rattache & la notion de parallélisme que M. T.
Levi-Civita a introduite de maniere si féconde. Les nombreux auteurs qui ont généralisé la théorie
des espaces métriques sont tous partis de 1'idée fondamentale de M. Levi-Civita, mais, semble-t-il,
sans pouvoir la détacher de I'idée de vecteur. Cela n’a aucun inconvénient quand il s’agit de variétés
a connexion affine [...] Mais cela semblait interdire tout espoir de fonder une théorie autonome de
variétés a connexion conforme ou projective. En fait, ce qu’il y a d’essentiel dans 'idée de M. Levi-
Civita, c’est qu’elle donne un moyen pour raccorder entre eux deux petits morceaux infiniment voisins
d’une variété, et c’est cette idée de raccord qui est féconde”.

Dans Cartan (1926), il définit et étudie extensivement les groupes d’holonomies sur les espaces
généralisés, a savoir I’angle acquis par un vecteur au méme point lorsqu’il a été transporté paral-
lelement avec une connexion le long d'une boucle. Ce développement permet la définition moderne
et géométrique de la courbure et aura un impact énorme sur études le futur de la géométrie afin
de caractériser les espaces (théorie des boucles, espaces de Kéhler etc). Suite a ces développements
majeurs, Cartan résume et complete sa théorie des espaces généralisés et des reperes mobiles dans le
livre Cartan et Leray (1937).

Weyl sera également un acteur majeur suite aux développements entrepris par Cartan, en par-
ticulier en cherchant a populariser et a unifier les différentes propositions faites pour définir les
connexions et le parallélisme. Il adressera des reproches a I’approche de Cartan des 1925 et publie
en 1929 une critique plus détaillée associée a une présentation faite a Princeton (Weyl 1929¢). Weyl
considere alors que la théorie de Cartan nécessite une relation supplémentaire entre les espaces de
Klein et les espaces tangents a M en chaque point, afin de relier ces espaces a la variété originale
M, de la méme maniere que les espaces tangents peuvent étre déterminés uniquement a partir de la
structure différentielle de M. Cartan n’est absolument pas satisfait de la critique de Weyl, et il lui
écrit dans une lettre en 1930 : "Je ne crois pas fondées les critiques que vous adressez a ma théorie
des espace a connexion projective ... L’exposition que vous faites de ma théorie ne répond pas tout a
faites & mon point de vue.”Y. En effet, Cartan souhaite donner la direction la plus générale possible
a son travail, anticipant les développements des espaces fibrés, et souhaite que les espaces de Klein
soient le plus indépendants possible de la variété a laquelle ils sont associés. La critique de Weyl peut
étre partiellement expliquée par le fait que les espaces de Klein étaient appelés par Cartan "espaces
projectifs tangents”, source de confusion car impliquant un lien avec ’espace tangent. De plus, suivre
la critique de Weyl et connecter les espaces de Klein avec la variété M amenera a des développe-
ments riches et importants connues aujourd’hui comme la "géométrie de Cartan” . Les deux auteurs
finissent par progressivement se mettre d’accord suite a des échanges de lettres mais Weyl (1938)
réitérera des critiques similaires a approche de Cartan avant de se raviser dans Weyl (1949) ou il
loue désormais ’approche de Cartan et I'indépendance entre les reperes définis dans les espaces de
Klein et le choix de coordonnées sur M et réalise qu’il a du faire appel inconsciemment a I’approche
de Cartan en introduisant les spineurs sur I'espace-temps dans Weyl (1929b) 5.

Les espaces généralisés de Cartan seront ensuite absorbés dans la définition plus générale d’espace
fibré par Seifert (1933) 5%, permettant ensuite naturellement & Jean-Louis Koszul (1950) et enfin a
’éleve de Cartan, Charles Ehresmann (1951) de définir les connexions sur ces espaces. Alors que la

49. Attribué a Cartan en 1924 et emprunté a Marle (2014) (je n’ai pas pu trouver le texte associé a la source
principale).

50. Citation empruntée a Scholz (2022).

51. Pour une histoire détaillée du débat entre Weyl et Cartan, voir Bell et Korté (2016) et Scholz (2022)).

52. Pour une histoire compléte des espaces fibrés voir McCleary (2011).
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définition de Koszul généralise la dérivation covariante, celle de Ehresmann comme un choix de sous
espace de I’espace tangent d’un fibré principal > en fait un objet abstrait mais purement géométrique,
completement indépendant de tout lien avec M et sa métrique. Dans ce nouveau cadre, déja largement
initié par Cartan, la courbure et la torsion deviennent des propriétés de la connexion et non plus de
I’espace, en faisant donc un objet absolument central. Notons encore une fois qu’il est intéressant que
ces développements se soient fait completement indépendamment des développements en physique
post-relativité générale décrits dans la section précédente, alors méme que Weyl fut un acteur majeur
des deux développements.

4.3 Le point de contact

Cartan et Weyl ont la double casquette de physicien et de mathématicien et font progresser
les deux disciplines de concert en développant les mathématiques de la relativité générale (et de
la physique quantique pour Weyl). Curieusement, il semble cependant que les développements ma-
thématiques et physiques suivant les années 1920, amenant les connexions "hors du fibré tangent”
se soient fait de maniere indépendante par les mathématiciens et les physiciens. Alors que Weyl
1918 parle bien de connexion (de longueur) pour A, il n’utilise plus ce terme en 1929°%. On donne
souvent pourtant crédit a Weyl pour l'identification des connexions et des champs de jauge et la
compréhension de I'operateur quantique 0,, — ieA,, comme une dérivation covariante. Cartan avait
déja développé, au moins en partie, sa théorie des connexions sur les espaces généralisés en 1924, et
celle-ci était déja bien connue par Weyl en 1929. On peut alors se risquer a expliquer 'impossibilité
pour Weyl de voir A comme une connexion par les désaccords entre Cartan et Weyl discutés dans la
section précédente et par son impossibilité de penser une connexion qui ne soit pas intimement liée
a la variété sur laquelle elle est définie et a son fibré tangent.

Identifier alors qui a le premier réussi a comprendre que les champs de jauges étaient bel et
bien des connexions est un probleme crucial qui n’est pourtant pas facile a résoudre et le sujet est
étonnement peu discuté dans la littérature ®®. On peut clairement affirmer que l'identification était
établie dans les années 1970 et certainement attribuer & Wu et Yang (1975) la popularisation de cette
identification aupres des physiciens (voir table I qui fait le pont entre théories de jauges et espaces
fibrés). Il reste alors un gigantesque vide entre 1930 et 1975.

On attribue parfois cette découverte a Trautman (1970). Il ne fait en effet ici aucun doute que
Trautman avait réalisé cela puisqu’il affirme clairement que “classical electrodynamics may be in-
terpreted as a theory of an infinitesimal connection in a principal fibre bundle with the structure
group U(1)” (p.30). Dans ce qui est des notes de cours, Trautman semble traiter ce fait comme une
évidence, avec un mépris certain pour les physiciens qui n’ont pas su le voir : "Few words have been
abused by physicists more than relativity, symmetry, covariance, invariance and gauge or coordi-
nate transformations. These notions used extensively since the advent of the theory of relativity, are
hardly ever precisely defined in physical texts. [...] fibre bundles provide a convenient framework for
discussing the concepts of relativity, invariance, and gauge transformations.” (p.29).

On peut alors légitimement se demander si Trautman est le premier a faire ce constat. Des bribes
de l'identification champ de jauge/connexion peuvent étre trouvées antérieurement dans le papier de
Lubkin (1963), relativement technique et certainement peu accessible aux physiciens. Je n’ai pas pu
trouver d’autres articles intermédiaires traitant du sujet, si ce n’est celui de Utiyama (1955) dans
lequel il dérive des équations tres similaires a celle de Yang-Mills en cherchant a établir des regles
générales pour introduire de nouveaux champs médiateurs des interactions a partir des propriétés
d’invariances de jauge, identiquement a Weyl en 1929 (et probablement indépendamment de lui, car

53. Voir appendice B.

54. Dans Weyl (1929a), le mots “curvature” n’apparait que trois fois, dont deux pour courbure de Riemann et
une fois pour courbure scalaire (la trace du tenseur de Ricci R = g“”R)‘#/\V). Le mot connection apparait cinq fois,
uniquement dans le sens courant i.e. hors du contexte mathématique e.g. "the connection between Einstein’s theory
of teleparallelism and the spin theory of the electron”.

55. Je remercie ici les personnes anonymes qui m’ont donné des pistes de réflexions dans cette discussion.
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il ne le cite pas). Il fait alors des paralleles forts entre la connexion affine de Levi-Civita agissant
sur les spineurs % et les champs de jauges®, mais il n’identifie pas clairement les deux concepts, et
il me semble que ce papier peut étre simplement vu comme une généralisation technique du papier
de Weyl®®, et non conceptuelle. Une analyse plus détaillée de comment les champs de jauges ont
été identifiés comme étant des connexions me semblerait extrémement souhaitable mais dépasserait
malheureusement trop le cadre du présent essai. A partir des années 1975 donc, le pont est clairement
établi entre champs de jauges et connexions, et la théorie des connexions est tres largement développée
dans sa forme contemporaine.

5 Conclusion

Nous avons vu comment, partant de simples coefficients apparents dans les relations liées aux
transformations des formes quadratiques en géométrie Riemannienne, la notion de connexion a pu
progressivement s’imposer comme un pilier de la géométrie et de la physique contemporaine. Entrai-
nées par une double nécessité, physique et géométrique, les connexions sont apparues comme l'objet
indispensable afin de définir la dérivation et le parallélisme des objets géométriques de maniere in-
variante dans tout type d’espaces. De par ses multiples facettes et sa richesse, elle a nécessitée de
nombreux développements en physique et en mathématiques avant de pouvoir converger. Les déve-
loppements mathématiques et physiques se sont d’abord fait de concerts de 1861 aux années 1920
dans le cadre de la géométrie Riemannienne et de la relativité générale, pour se séparer et se faire in-
dépendamment dans le cadre de la théorie des espaces fibrés d’un coté et de la mécanique quantique,
puis de la physique des particules de I'autre, avant de se réunir au cours des années 1970. Tout au long
du XX®me gigcle, la notion de connexion aura ainsi permis aux mathématiciens d’unifier les géométrie
de Klein et de Riemann et aux physiciens d'unifier toutes les interactions fondamentales connues
dans un méme formalisme, en fournissant — comme son nom l'indique — un “liant” indispensable a la
science contemporaine.
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A Définitions utiles

Mathématiques :

— Un espace fibré est un triplet (E, M, ) ou E et M sont deux variétés différentiables appelées
respectivement 1’espace total et I’espace de base. 7 : E — M est appelé la projection. L’espace
F =n71(z) pour x € M est appelé la fibre au (dessus du) point z.

— pullback et pushforward : Soit ¢ : M — N une application lisse entre deux variétés M et N.
Soit f € C*°(N) une fonction lisse f : N — R. Le pullback de f par ¢, ¢*f est la fonction
¢ f : M — R définie comme ¢*f = f o ¢. Le pushforward permet de passer d'un vecteur
sur v € TM & un vecteur ¢,v € TN définit comme ¢,v(f) = v(¢*f)Vf € C>®°(M). Enfin, le
pullback de ¢ peut étre utilisé pour transformer une 1-forme (covecteur) w sur T'N* en une
1-forme ¢*w sur TM* comme (¢*w)v = w(p,v) Vv € TN.

— La dérivée extérieure (ou différentielle) d’une fonction est définie comme la 1-forme df(v) =
v(f)Yv € TM, f € C*(M). Elle peut étre généraliser pour agir sur les formes de n’importe
quelle dimension, en demandant la condition d? = 0.

Physique :

— En physique quantique, la fonction d’onde () : R® — C d’un systeme décrit la probabilité
d’observer le systéme a la position z lors d’une observation comme P(x) = 1*i ou ¢* est la
conjugaison complexe.

— L’équation de Schrédinger décrit ’évolution dans le temps des fonctions d’ondes associées a
un systéme comme Hi) = ihdyih, ot H est Popérateur Hamiltonien (énergie) du systeme et
t est le temps (Cette équation peut en fait étre vue, en terme de groupes de Lie, comme la
définition de I’énergie comme le générateur des translations dans le temps).

— L’équation de Dirac généralise I'équation de Schrodinger au cas incluant la relativité res-
treinte. Elle s’écrit (ihy*d, — mc)yy = 0 o v* sont les "matrices de Dirac”, représentant la
base de 'algebre de Clifford de 'espace-temps et 1) est ici une généralisation de la fonction
d’onde a 4 composantes (spineur de Dirac). Pour inclure électromagnétisme, le terme 0,1 se
voit remplacé par la derivée covariante 9, —ieA,, ou A, joue le role d'une connexion.

B 50 nuances de connexions

La notion de connexion peut étre définie et pensée d’une multitude de manieres différentes,
traduisant une grande diversité d’applications possibles et en faisant un concept subtil a saisir. Nous
présentons ici quelques définitions communément utilisées afin d’aider a la lecture du texte. J’admets
ici une certaine familiarité du lecteur avec la géométrie Riemannienne et la théorie des espaces
fibrés. Dans le cas contraire, je recommande chaudement la lecture de Baez et Muniain (1994),
Coquereaux (2002) et Faure (2021b) (et les cours vidéos de Schuller (2016)) pour des introductions
pédagogiques et Bleeker (1981), Kobayashi et Nomizu (1996) et Nakahara (2003) pour une lecture
plus avancée. Des cours condensés peuvent étre trouvés en Marsh (2014) et Marsh (2016) pour la
géométrie Riemannienne et les espaces fibrés respectivement. Nous nous appuierons également sur
Disney-Hogg (2019) pour définir les connexions dans ce qui suit. La présentation suivante ne prétend
ni étre exhaustive ni parfaitement rigoureuse, et vise seulement a introduire les différentes notions
discutées dans le corps du texte afin de mieux en saisir le contenu conceptuel.

Dans ce qui suit, nous utiliserons la convention d’Einstein sur les indices répétés : x,y* = >, x,y”.
Nous ferons également de notre mieux pour respecter les conventions suivantes : les indices grecs
1, v, A, p sont réservés aux objets appartenant au fibré tangent et les indices latins ¢, j, k sont ré-
servés aux indices internes pour décrire la fibre d'un espace fibré. L’indice a est réservé pour la
décomposition des éléments des algebres de Lie sur la base des générateurs.
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B.1 Connexions affines sur le fibré tangent et connexion de Levi-Civita

Soit M une variété différentielle, TM son fibré tangent °® et T'(T'M) les sections du fibré tangent
i.e. les champs de vecteurs. Une connexion affine V : XY — VY est une application bilinéaire
D(TM) x T'(TM) — I'(TM) telle que pour toute fonction f € C°(M) et pour tout X,Y € I'(M) :

— VixY = fVxY (linéarité pour la premiere entrée)

— Vx(fY) = X(f)Y + fVxY (regle de Leibniz permettant d’identifier V avec une différentia-

tion).
VxY permet donc de définir sur M comment dériver (et déplacer) un vecteur Y dans une direction
donnée par X (cette définition se généralise également aux tenseurs).

La courbure de V est une 2-forme (tenseurs anti-symétrique de rang (2,0)) & valeures dans
End(TM) : TM — TM agissant sur un vecteur Z comme

RxyZ = ([Vx,Vy] = Vixy)) Z. (4)

En un point de M, R permet de calculer I'holonomie associée a une boucle infinitésimale (la ro-
tation induite sur un vecteur transportée parallelement sur la boucle) ou la déviations entre deux
géodésiques proches.

La torsion est un tenseur de rang-2 agissant sur un couple de vecteurs (X,Y’) comme

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y] (5)

Elle quantifie la tendance qu’aurait un repere a tourner dans le plan perpendiculaire a une courbe
lorsqu’il est transporté parallelement le long de celle-ci.

Soit maintenant g : I'(TM) x I'(TM) — C*°(M) une métrique (pseudo)-Riemannienne définie
sur M. La connexion de Levi-Civita est I'unique connexion affine compatible avec la métrique et de
torsion nulle, c¢’est a dire satisfaisant :

— X9V, 2)) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) : compatibilité avec la métrique : le transport parallele

selon V ne change pas la longueur des vecteurs (plus généralement, elle s’écrit Vg = 0).

— VxY — Vy X = [X,Y] avec le crochet de Lie [X,Y](f) = X(Y(f)) — Y(X(f)).

Comme l’a montré Levi-Civita en 1917, cette connexion définie le transport parallele de maniere
“intuitive” et correspond au transport du vecteur sur M de la maniere la plus "parallele” possible
(sans induire de rotation) et sans changement de longueur.

Soit maintenant e, = d,, une base du fibré tangent sur une charte U C M, on définit les compo-
santes de la connexion, I' comme :

Ve, = FAWe,\ (6)
On a alors, par la regle de Leibniz et en décomposant les vecteurs dans une base du fibré tangent

X =Xte, et Y =YV, :
VxY = (XY0,Y* + 17, Y X" )e, (7)

Pour le cas de la connexion de Levi-Civita, on peut montrer que I' se calcule a partir des dérivées
premiere de g comme :

1
F}\MV — EgA:‘i(augVH —|— 81/9#“ - a}{guy) (8)

ou la condition de symétrie F)‘W = FAW traduit I’annulation de la torsion.

B.2 Connexions sur le fibré principal : connexions de Ehresmann et de Cartan

Soit P un fibré principal P = M de groupe structurel G. On peut penser & P comme I’ensemble
des reperes possibles d'un espace vectoriel en chaque point de M (liées les unes aux autres par

59. Un point p € TM du fibré tangent est donné localement par un doublet (z,v) olt = est un point de M et v est
un vecteur associé & = (par localement nous entendrons toujours "dans un choix de trivialisation local”).
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des transformations du groupe de Lie GG). Dans le cas du fibré tangent, P est I’ensemble des bases
e, dans lesquelles décomposer les vecteurs tangents, reliées entre elles en chaque points par des
transformations de G = GL(n). Localement, un point p = (e,z) € P correspond & un choix de
repere e au dessus du point x.

Soit g 'algebre de Lie de G (Il est possible de penser G elle méme comme une variété et g comme
son espace tangent a I'unité T, G). Soit T, P I'espace tangent de P au point p. Les vecteurs X, € T,,P
représentent des changement infinitésimaux de reperes. L’application de projection 7 : P — M,
7(p) = x renvoie le point de x € M auquel "est associé” le repere e. Identiquement, 7 peut étre
utilisée pour obtenir un vecteur v € T'M au dessus de x a partir d'un vecteur X, de 7,,P comme
m(Xp) =v € TM (a'aide du pushforward définit plus haut). On définit le sous espace vertical VP
au point p comme

Vo P = ker((m.)p) (9)
= {Xg € TP / (m.)p(Xp) = 0} (10)

V,, P correspond a I’ensemble des transformations de référentiels correspondant a des "rotations pures”
(des mouvements dans la fibre), qui ne sont associés a aucune translation du repere sur M. A chaque
X¢ € V,P, on peut associer un élément ¢ de g = T.G selon I'action sur les fonctions

X5 = S| = i) )

t=0

ol nous avons introduit I'application 1 : g — T,,P, § — Xg .

Une connexion de Ehresmann sur P au point p est un choix d’espace horizontal H, C T, P tel que
T,P =V,P® H,P et satisfaisant Vg € G,p € P et X, € H,P : g.X, € Hp P, i.e. agir avec g sur un
vecteur horizontal X, au point p redonne un vecteur horizontal au point pg. Une fois qu'un tel choix
a été effectué, tout vecteur X, € T,P peut ainsi étre décomposé en X, = Ver(X,) + Hor(X,)avec
Ver(X,,) € V,P et Hor(X,) € H,P (Attention ici! Méme si V,P est donné par 7 et ne dépend pas
de la connexion, la valeur de Ver(X,) et Hor(X,) dépendent tous les deux du choix de la connexion
(voir illustration dans Schuller (2016), cours numéro 21)).

En cela, le choix d'une connexion définit bien la notion "d’horizontalité” associées aux translations
des bases sur M (et le transport paralléle associé) en identifiant localement les points sur des fibres
infinitésimalement proches (la notion de verticalité étant elle définie de manieére naturelle par les
rotations de bases autour d’'un méme point de M).

Une connexion de Cartan est une 1-forme a valeures dans g, w : TP — g satisfaisant

— Vpe Pw,:T,P — g est un isomorphisme d’espace vectoriels.

— Vg e@ : gtw=Ad(g "w.

— VE € g,w(X%) =¢.
avec l'application ’adjointe’ faisant agir le groupe sur lui méme comme Ad(g) : G — G, h — ghg~
(formant ainsi une représentation de G).

A la connexion de Ehresmann, on peut associer la connexion de Cartan comme la 1-forme a
valeures dans g satisfaisant

— w(X%) =¢si XCeV,P

— w(X)=0si X € H,P

ou encore, en utilisant I'application i : g — T, P, 1(§) — X§ définie plus haut :

1

wy(Xp) =17 (Ver(X,)) (12)

H, P peut étre retrouvé a partir de w comme H,P = ker(w,).

B.3 Connexions sur le fibré vectoriel associé : connexions de Koszul

La définition donnée précédemment de la connexion affine est en fait modernisée et présentée
comme un cas particulier d’une connexion plus générale : une connexion de Koszul.
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Soit E un fibré vectoriel (fibré associé P x, V — M), associant en chaque point de M un
espace vectoriel V' (fibre) tel que en chaque point de M, u € E est défini localement par le doublet
u = (e,1)) € P x V obéissant & la relation d’équivalence (e, %) ~ (eg,p(g~1)1), ol p est une
représentation de G sur V.

Soit maintenant s € I'(F) une section de E. On définit la connexion de Koszul Vx(s) comme
lapplication T'(T'M) x T'(E) — T'(E) obéissant a

— V fxSs = fV XS

— Vx(fs)=X(f)s+ fVxs.

On voit donc que la connexion affine telle que nous I'avons définie plus haut est un cas particulier
de connexion de Koszul pour laquelle le le fibré vectoriel associé est le fibré tangent T'M.

Voyons maintenant comment une connexion de Ehresmann donnée par une connexion de Cartan
w sur P, induit une connexion de Koszul sur E. Soit e : U — P une section locale de P (telle que
moe = 1Id) e.g. un choix de repéres au dessus d’'une région U C M. On peut obtenir une connexion
de Koszul a partir d'une 1-forme de Cartan w comme A = e*w, c’est a dire

A(v) = w(ew(v)) (13)

A est alors une 1-forme sur M a valeures dans g, A = Ajdz" @ &, (ou1 &, est une base de g).
On peut faire agir A sur E en utilisant la représentation p

p(A) = (A5)5de" @ p(Ea); (14)

finalement, pour arriver jusqu’a une connexion de Koszul sur E, on impose %

Veuei = ejAjm- (15)

)

avec A’ i = (A% p(€4)’;. En utilisant la régle de Leibniz, on peut alors expliciter localement ’action
de V, sur une section s = s'e; comme

Vs = e;(A', s + 0us' )" (16)
La courbure de la connexion sur F est définie comme
F=dA+[ANA] (17)

ou le crochet est défini sur 'algebre de Lie : [w A pg(v, w) == [w(v), p(w)] = w(v)pu(w) — plw)w(v).
Dans le cas ou P = LM et E = T'M, dans un choix de coordonnées x sur U C M, un choix
naturel de section e : U — LM est définie comme e = 9;. G = g = GL(dim(M ), R). La connexion
A = ¢e*w est alors le cas particulier de la connexion affine définie plus haut : A’; =T,
Seul dans ce cas on peut définir la torsion

T=d0+T A6 (18)

ou: TM — TM est la "forme de soudure” § = e, ® €" o1 € est la base cotangente associée a e, i.e.
e(e,) = o (voir 4.4 de Coquereaux (2002)). Méme si nous ne le détaillerons pas ici, il est possible
de démontrer que les équations (17) et (18) sont respectivement équivalent aux équations (4) et (5)
lorsqu’on les fait agir sur des vecteurs, dans le cas d’une connexion affine.

60. II est possible de dériver rigoureusement 1’équivalence entre la connexion de Ehresmann sur P et la connexion
de Koszul ainsi proposée sur E — ainsi que l'interprétation géométrique associée — en introduisant la notion de
relevement horizontal (Nakahara (2003), Sec. 10.4) et/ou de dérivée covariante extérieure sur les fonctions équivariantes
(Schuller 2016 ; Disney-Hogg 2019). Il existe de multiples manieres de procéder. On peut par exemple définir V9|, =
(dy)p(hor(X")), ou XV € T,P tel que m,. X" = v et p € CF(P,V) est la représentation de s € E donnée par une
fonction équivariante sur P.

23



C Elements de Weltgeometrie

Nous présentons ici quelques éléments de la Weltgeometrie proposée par Weyl afin de mieux
comprendre les enjeux d’une telle théorie pour le développement de la notion de connexion. Pour
une présentation plus compléte, nous renvoyons au Chap. 6 de Ryckman (2005) ainsi qu’a Bell et
Korté (2016), O'Raifeartaigh et Straumann (1998) et Scholz (2022) et la présentation tres claire de
Straub (2005).

Les développements suivants ont été proposés par Weyl graduellement de 1918 a 1924. Il cherchait
alors a généraliser la géométrie Riemannienne au cceur de la relativité générale afin de présenter une
théorie de 'espace-temps qui soit purement locale. En géométrie Riemannienne, la longueur ¢ d'un
vecteur v, est définie de maniere générale sur I’ensemble d’une variété par la donnée d’une métrique
g comme ¢ = g(v,v). Weyl cherche a abolir cette notion absolue qu’il voit comme un héritage de la
géométrie Euclidienne, en proposant que les longueur ne peuvent étre comparées entre elles qu’en un
seul et méme point. Pour cela, il cherche a établir une géométrie invariante sous les transformation
dites conformes (préservant les angles), correspondant a des transformations de la métrique du type

g=0% (19)

ou Q(z) est une fonction quelconque sur la variété M. Dans une telle géométrie, il est alors impossible
de comparer les longueurs pour des points distant et seul les ratios de longueur sont clairement définis.
La longueur devient donc une notion "relative” (comme la vitesse) et non absolue comme en géométrie
Riemannienne. Dans ce nouveau cadre cependant, la connexion I' préservant la métrique n’est plus
unique, et toute connexion reliées par une transformation du type

_ 1
F)A\W - F?w + 5(529A + 51)/\0u - gwg)\pep) (20)

—ou ¢ = 0,dz" est une 1-forme quelconque — est également valide.

Weyl cherche alors un moyen de déterminer une unique connexion I', définissant le transport
parallele sur M. Pour cela, Weyl doit introduire une nouvelle 1-forme A,dz* qu’il appelle la connexion
métrique (aujourd’hui souvent appelée connexion de longueur (Bell et Korté 2016)), qui détermine
comment la longueur ¢ = g(v,v) = g, v"v” d'un vecteur v varie lors du transport parallele :

dl = —(A,dz" (21)

Il est alors possible de définir une unique connexion, dite connexion de Weyl comme
A 1 Ap 1 A A Ap
Wl = 597 0ugpr + Ougup = Opgur) + 5(0, A0 + 0, A4 — g™ Ay) (22)

wl est donc la somme de la connexion de Levi-Civita I', quantifiant le changement d’orientation
des vecteurs sous le transport parallele et d’'une autre contribution dépendante de A. Cette unique
connexion est invariante sous la transformation jointe

T =) )
A, =A,—0,A

ou A(x) est une fonction quelconque. La transformation de la métrique n’est autre qu’une réécriture
de la transformation conforme originellement demandée par Weyl en notant A(z) = In(Q?). La
transformation de A est identifiable a une transformation de jauge caractéristique du potentiel vecteur
électromagnétique et associée a la conservation de la charge électrique. Weyl interprete alors A comme
le potentiel électromagnétique, auquel on peut associer la courbure

Fo = 0,4, — 0,A, = (dA) ., (24)
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qui n’est autre que le tenseur électromagnétique, quantifiant 1’évolution du champ électromagnétique
et son interaction avec la matiere (les relations dF' = xd x F' = 0 redonnant les équations de Maxwell
dans le vide, avec x le dual de Hodge).

La théorie ainsi proposée unie donc bien gravité et électromagnétisme dans un seul et unique
cadre géométrique. La contribution de A transforme la longueur des vecteurs lors du transport
parallele. Le champ électromagnétique F),, est alors interprété comme une "courbure de longueur”
(Streckenkriimmung). Le transport parallele change la direction a travers la contribution de Levi-
Civita et la longueur (a travers A).
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