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1 Introduction

Une courbe géodésique est une courbe minimisant la distance entre deux points sur une surface .
On comprend immédiatement que cette définition est a elle seule une boite de Pandore mathéma-
tique : elle fait appel a la notion de distance, de minimisation et de surface. La notion de géodésique
se situe ainsi a l'interface des deux grands domaines du calcul différentiel et intégral et de la géo-
métrie dans 'espace. Elle jouera ultimement un role central dans le développement moderne de la
géométrie différentielle dans laquelle elle occupera une place centrale et naturelle.

Il s’agit également d’une notion omniprésente au cceur des sciences de la nature, de maniere
évidente en mécanique, mais aussi dans l’ensemble des sciences physiques au prix d’abstractions
supplémentaires. Elles occupent en particulier une place de premiere importance en relativité géné-
rale, dans laquelle le mouvement des corps soumis a la force de gravitation est compris comme un
mouvement géodésique dans un espace-temps courbe. Plus généralement encore, toutes les lois de
la physique connues peuvent étre exprimées par des principes dits "de moindre action”, selon les-
quels I’évolution des systémes est donnée par des courbes minimisantes ou maximisantes 2. En effet,
comme nous le verrons, s’intéresser aux courbes géodésiques, c’est plus généralement s’intéresser a
la question des courbes satisfaisant a des propriétés particulieres de minima (ou de maxima).

Nous discuterons ici comment la notion de géodésique a émergé comme une notion centrale au
coeur des mathématiques modernes & la fin du XVII®™¢ et au début du XVIII®*™e siecle avec la
naissance au calcul différentiel et intégral. Nous commencerons notre exposé en discutant le cas
d’école de I'étude de la courbe dite brachistochrone, marquant le point de départ de I'utilisation des
outils modernes du calcul différentiel aux problemes de minimisation. Les enjeux historiques de la
brachistochrone seront présentés en Sec. 2, suivi d’une présentation de la cycloide comme solution
du probleme en Sec. 3, en commencant par une présentation de la courbe suivie par la présentation
de deux des solutions historiques obtenues par les freres Jean et Jacques Bernoulli. En Sec. 4, nous
verrons comment ce probleme a exacerbé la rivalité entre les deux freres tout en placant 1’étude des
courbes minimisantes au premier plan de la scéne mathématique du début du XVIII™® siecle. En
Sec. 5 nous discuterons comment le probleme des géodésique est apparu dans le sillage de celui de la
brachistochrone et nous détaillerons ’établissement de leur équation différentielle par Euler. Enfin,
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1. ou plus généralement une courbe extrémalisant la distance sur une variété (pseudo)-Riemannienne.

2. Un cran plus loin dans I'abstraction, on peut comprendre ces trajectoires, données par les équations de Hamilton,
comme étant des forme de géodésiques dans ’espace des phases vu comme une variété symplectique, pour une discussion
voir e.g. Chap. 8 et 9 de Arnold (1989) et Chap. 4 et 10 Frankel (1998).



apres une tres bréve ouverture sur les développements associds aux géodésiques au XIX et XXeme
siecle, nous présenterons nos conclusions.

2 Aux origines : la courbe brachistochrone
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FiGURE 1 — Illustration du probleme de la courbe brachistochrone dans I’article original de Jean
Bernoulli (1696) (pris ici dans Goldstine (1991) p. 212).

L’étude moderne des courbes géodésiques a été propulsée sur le devant de la scene mathématique
suite a I’étude du cas particulier des trajectoires minimisant le temps mis par un objet soumis
a son propre poids pour se déplacer entre deux points : le probleme mécanique dit de la courbe
brachistochrone, du grec brékhistos (Bpdytotoc) “le plus court” et khrénos (yedvoc) "temps”. Comme
défendu entre autres par Woodhouse (1810) et Cantor (1898), la naissance du calcul des variations
et de 'approche moderne des problemes de minimisation peut en effet étre associée a 1’étude des
courbes brachistochrones & partir du mois de juin 16963. C’est donc ici que nous commencerons
I'investigation qui nous menera jusqu’aux géodésiques. Dans 'appendice de son papier "Problema
novum ad cujus solutionem invitantur” contenue dans la revue Acta Eruditorum de 1696 (p. 264
a 269), le mathématicien et physicien Suisse Jean (ou Johann) Bernoulli (1667-1748) défis ainsi les
géometres de résoudre le probleme suivant :

Problema novum ad cujus folutionem Mathematici
invitantur.

Datis in plane verticali duobus punitis A& B (vid Fig. 5) TAB. Y.
afl; gnare Mobili M, viam AMB, per quam gravitate fus defécndens & Fig. 5.
moveriincipiens & punilo A, breviffimo tempore perveniat ad alterum
pm&mx B. )

Ut harum rerum amatores inftigentur & pmpenf fori animo
ferantur ad tentamen hujus problematis, {ciant non confiiterein nuda
fpeculatione,nt quidem videtur, ac fi nullum haberet ufum ; habes
¢nim maximum etiam in aliis {cientiis quam in mechanicis, quod nemo
facile crediderit. Interim (utforte quorundam prcipiti judicio obvi- R
ameam ) quanquam re&a AB fit breviflima inter terminos A & B,
non tamen illabreviflimo tempore percurritur ; fed eft curva AMB
Geometris notisfima, quam ¢go nominabe, ficlapfo hocaano nemo
alius cam nominaverit.

3. Voir également Stickel (1893), Carathéodory (1937) et Freguglia (2016) qui ont servit de sources secondaires
pour cet essai, ainsi que les sources primaires associées.



”Probleme nouveau que les mathématiciens sont invités a résoudre :
Soient deuz points A & B dans un méme plan vertical, trouvez le chemin AM B selon lequel un
point mobile M descendant sous l’effet de son propre poids se déplace de A a B dans ['intervalle de
temps le plus court possible (figure 1).

Pour exciter le désir de chercher une solution a ce probléeme chez les amateurs de telles choses, il
peut étre noté que la question proposée n’est pas, comme il pourrait sembler, une simple spéculation
sans intérét. Au contraire, comme personne ne le croirait au premier abord, ce probléme est trés utile
dans d’autres branches des sciences comme la mécanique. En attendant (pour éviter les jugements
hatifs), on peut remarquer que méme si la ligne droite AB est bien le chemin le plus court entre
A et B, ce n’est pas le chemin qui prends le moins de temps. Néanmoins, la courbe AMB, dont je
donnerai le nom si personne ne la découvre d’ici la fin de ’année, est bien connue des géométres.*”

Notons que ce format de défis donnés a la communauté est caractéristique de la recherche en
mathématiques du XVI®™® qu XVIII*™ siecle en Europe. Bernoulli déclarera d’ailleurs 7 Suivant
l’exemple donné par des hommes comme Pascal, Fermat, etc., j’espere gagner la gratitude de toute
la communauté scientifique en proposant aux meilleurs mathématiciens de notre époque un probléme
qui testera leurs méthodes et la force de leur intelligence.”

En parallele, Jean Bernoulli envoie également le probleme a son mentor et ami Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716), dans une lettre privée % datée du 9 juin 1696, & laquelle celui-ci répond le 16 juin
— soit une semaine plus tard — annoncant avoir trouvé I’équation différentielle solution du probleme
sans avoir pour autant pu reconnaitre la courbe décrite par celle-ci. Dans sa lettre a Bernoulli, Leibniz
déclarera avoir été immédiatement attiré par le probleme contre sa volonté, hésitant a s’y atteler a
cause de sa beauté, comme Eve devant la Pomme. Bernoulli reprendra d’ailleurs cette référence
biblique, déclarant étre heureux de cette comparaison, a condition de ne pas étre associé au serpent
ayant offert le fruit. Pendant ce temps, d’autres mathématiciens essaient et échouent a résoudre le
probleme. A Paris, Pierre Varignon (1654-1722), déclare avoir été ”d’emblée rebuté par sa difficulté””.
Le marquis de I’Hopital (1661-1704) répond directement a Bernoulli que ”[le probleme est] parmi les
plus curieux, les plus jolis que quiconque lui ait proposé jusqu’ici”, mais qu’il lui sera nécessaire de "le
réduire a des mathématiques pures avant qu’il ne puisse s’y attaquer, car la physique 'embarrasse”®.
Apres 6 mois, il ne peut qu’envoyer une solution de seconde main a Joseph Sauveur (1653-1716) qui
s’averera inexacte”. Une fois la date butoir atteinte, seuls Jean Bernoulli et Leibniz ont obtenu une
solution et il est alors proposé par Leibniz de reporter la date limite afin que d’autres scientifiques
aient le temps de s’y atteler (la publication de Acta Eruditorum aurait pris du temps et Bernoulli
aurait voulu atteindre d’autres scientifiques étrangers tels qu’lsaac Newton (1643-1727)). En janvier
1697, Bernoulli proclame alors sa décision de reporter dans une annonce d’Acta Eruditorum de
décembre 1696 et dans un texte intitulé "Programma” publié¢ & Groningen .

Cinq solutions seront publiées I'année suivante dans le numéro d’Acta Editorium de mai 1697,
accompagnées d'une introduction générale et historique au probleme rédigée par Leibniz. Ce dernier
ne publiera pas sa solution, car il la déclarera identique a celle des freres Bernoulli. On trouvera alors
les solutions de Jean Bernoulli, de son frére Jacques (ou Jakob) Bernoulli (1655-1705), du marquis
de L’Hopital, une autre d’Ehrenfried Walther von Tschirnhaus (1651-1708) et une solution anonyme
que Bernoulli reconnaitra étre celle de Newton ("malgré son exces de modestie [...] on a reconnu le

4. Traduction personnelle & partir de la traduction en anglais de Jean Bernoulli (1696) par L. La Paz dans Smith
(1929) p.645.

5. Traduction personnelle, plus haut dans Jean Bernoulli (1696)

6. Toutes les correspondances entre Bernoulli et Leibniz peuvent étre trouvées numérisées a l'adresse suivante :
https://leibniz.uni-goettingen.de/persons/view/55, dans 'onglet "Korrespondenz”. Pour une discussion sur
Papport de Leibniz au probleme de la brachistochrone, voir également Knobloch (2012) et Blasjo (2017).

7. Citation prise dans Dubois (1991) (p.1268). Voir références associées.

8. Ibid.

9. Sur la contribution de I’Ho6pital et sa possible tricherie pour pouvoir résoudre le probleme a temps, voir Peiffer
(1989).

10. Voir la traduction compleéte en anglais dans Smith (1929) p.646 & 648.


https://leibniz.uni-goettingen.de/persons/view/55

lion & sa griffe '),

Le probleme de la courbe brachistochrone ainsi proposé n’est cependant pas nouveau (comme celui
des courbes minimisante en général). Cependant, on peut facilement argumenter qu’il prend ici une
dimension nouvelle, en particulier par les méthodes employées pour le résoudre. Galilée s’était déja
intéressé au probleme de la brachistochrone dans la troisieme journée de "Discorsi e dimostrazioni
matematiche intorno a due nuove scienze” (Galilei 1638). Dans son étude de la chute des corps, il
établira notamment que la vitesse v d’'un corps en chute libre est proportionnelle a la racine carrée
de la différence d’altitude y qu’il a parcouru (v = k,/7) 12 ainsi que la relation importante qui nous
resservira '3 . "

h

Lo (1)
ol t; est le temps mis par un corps pour tomber sous ’action de son propre poids sans vitesse initiale
le long d’un plan incliné de hauteur A et de longueur [, et t;, est le temps mis par un corps pour
tomber en chute libre de la méme hauteur A. Il démontre également qu'une trajectoire en demi-cercle
est plus courte qu'une trajectoire en ligne droite pour rejoindre les points A et B, mais n’affirme pas
qu’il s’agit la de la brachistochrone, car il n’est en fait pas en moyen de pouvoir résoudre le probleme
avec les mathématiques de son temps 4.

Résoudre un tel probleme demandera en effet 1'utilisation du tout jeune calcul différentiel ré-
cemment inventé indépendamment par Lebiniz (en 1675 et Newton (de 1664 & 1666) '°. Les deux
mathématiciens présenteront des approches conceptuellement et stylistiquement différentes recon-
nues ultérieurement comme équivalentes'”, qui pourront démontrer toute leur puissance a travers
les problemes de minimisation tels que ceux proposés par Jean Bernoulli (et plus tard par Jacques
Bernoulli, comme nous le verrons). Le calcul différentiel sera ensuite massivement re-employé par
des scientifiques tels que Leonhard Euler (1707-1783) pour devenir un outil (sinon 'outil) central au
coeur des mathématiques modernes et des sciences physiques.

L’essence de ce nouveau formalisme se présente généralement aujourd’hui en suivant ’approche et
les notations de Leibniz, telles qu’utilisées et défendues par les freres Bernoulli. Soit ainsi la fonction
R — R, z — y(z). On s’intéresse a des variations locales et infinitésimales de la courbe dy, associées
a des changements infinitésimaux des abscisses dx. On peut alors définir la tangente — ou dérivée de
y en fonction de x — en chaque point de la courbe comme

Comme nous le démontrerons dans la suite, ¢'(z) informe sur le comportement de la courbe et fournit
un outil puissant pour en inférer ces propriétés. Notamment, la valeur de y/(z) au point x quantifie
I'augmentation (y'(z) > 0), la diminution (y'(z) < 0) ou la stabilité (y'(z) = 0) de y(x) en ce point,

11. Lettre & Henri Basnage de Beauval (1656-1710), Mars 1697

12. En termes modernes, on aurait K = /2g, ol ¢ ~ 9.81m.s™2 est I'accélération de pesanteur terrestre. Ce
résultat ce démontre en mécanique du point Newtonienne, en considérant la conservation de 1’énergie mécanique
(€ = mv?/2 — mgy) entre le point (z,y) et le point de départ & Porigine de Iénergie potentielle et & vitesse nulle
(€ = 0) ou en intégrant deux fois le principe fondamental de la dynamique mg = mg et en insérant ¢(y) dans v(¢) (ol
t € R est le temps).

13. On peut démontrer cette relation dans le cadre de la mécanique du point en utilisant la conservation de I'énergie
ou le principe fondamental de la dynamique pour dériver ¢; = v/21/y/hg et t, = \/2h/g, prouvant (1).

14. T est souvent affirmé de maniere erroné que Galilée pensait que I’arc de cercle était la solution au probleme de
la brachistochrone. Cette affirmation, encore rependue aujourd’hui, a été énoncée dans l'introduction historique de
Leibniz. Pour une clarification voir les discussions détaillées dans Knobloch (2012) (p.17) et Freguglia (2016) (Sec.
1.2.5.).

15. Voir larticle clef publié dans le volume d’Acta Eruditorum de 1684 (Leibniz 1684).

16. Voir l'article fondateur sur I'expansion en série (Newton 1669).

17. Comme noté dans Freguglia (2016), a ces débuts le calcul différentiel n’avait évidemment pas la forme qu’il
possede aujourd’hui et la résolution des problemes impliquait souvent un mélange de méthodes analytiques et géomé-
triques. Nous renvoyons encore & Freguglia (2016) pour de nombreuses illustrations historiques éclairantes que nous
ne pourrons malheureusement pas retranscrire ici. Sur I'apparition et le développement du calcul différentiel voir
également Boyer (1959).



d’ou 'importance centrale de cet outil pour toutes les disciplines étudiant ’évolution des systemes
dynamiques.

3 La cycloide comme solution du probleme de la brachistochrone

La solution de la brachistochrone est donnée par une courbe appelée "cycloide” dont nous allons
maintenant brievement présenter les propriétés ainsi que D'historique '*. Nous détaillerons ensuite
les principaux éléments des solutions données par les freres Bernoulli. Un rappel des propriétés
trigonométriques utilisées pour dériver les propriétés de la courbe présentées dans le texte est donné
en Appendice A.

3.1 Définition générale et bref historique
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FIGURE 2 — Haut : courbe cycloide (rouge) définie comme le tracé d’un point attaché a un cercle de
rayon R (bleu) roulant a vitesse constante (Adapté librement de http://exo7.emath.fr/cours/ch_
courbes.pdf). Bas : Tracé de la cycloide dans le plan (z/(27R),y/R) (Toute image non sourcée pré-
sente dans le texte a été générée a partir d’'un code python personnel disponible a I’adresse suivante :
https://github.com/LeoVacher/LeoVacher.github.io/blob/master/files/cycloid.py).

La Cycloide — du grec kuklos (x0xhoc) "cercle” et eidos (gidoc), "forme, aspect” — également appelée
roue d’Aristote ou roulette de Pascal — est une courbe plane'” transcendantale?°. Elle correspond
a la trajectoire — par rapport a un référentiel immobile au sol — d’un point fixé au rayon R d’un
cercle qui roule sans glisser a vitesse constante sur une droite (voir partie haute de la figure 2).

18. Pour des compléments sur les propriétés mathématiques et 'historique de la cycloide, nous renvoyons également
a Khelif (2010) p.185 et au Chap. 1.4 de Freguglia (2016) respectivement.

19. Courbe en deux dimensions dans le plan R?, dont ’équation est souvent donnée en coordonnées cartésiennes
suivant deux axes orthogonaux (z,y).

20. Courbe qui n’est pas algébrique i.e. qui ne peut pas s’écrire comme le zéro d’un polynoéme ZZO:I anx"+Bry" K =
0 (courbe algébrique plane affine) ou comme la projection dans le plan d’une courbe algébrique affine en dimension
supérieure (courbe algébrique plane projective).


http://exo7.emath.fr/cours/ch_courbes.pdf
http://exo7.emath.fr/cours/ch_courbes.pdf
https://github.com/LeoVacher/LeoVacher.github.io/blob/master/files/cycloid.py

Ces équations paramétriques en fonction d'une paramétrisation linéaire 7 € R sont données en
coordonnées cartésiennes par

xz(r) = R(r —sin(7)),
y(t) = R(1 — cos(1)).
Comme présenté sur la partie basse de la figure 2, la cycloide se présente comme une courbe y(z)

periodique ayant un maximum correspondant au diametre du cercle générateur (y = 2R) et se
répétant tous les 2R apres des transitions brutales de tendance appelées points de rebroussement

(en y =0).

(3)
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FIGURE 3 — Propriétés de la cycloide Haut : arc de cycloide sur lequel apparait la paramétrisation
en 7, ol un point noir est placé tous les A7 = 0.25. Bas : rayon de courbure r (vert) sur un point de
la cycloide (bleue) et sa développée (rouge) (adapté librement de wikimedia commons).

La dérivée de I'intervalle de longueur s en chaque point de la courbe s’exprime comme !

s'(1) = j—j_ = 2Rsin(7/2), (4)

et son un rayon de courbure, correspondant au rayon d’un cercle épousant maximalement la courbe
au point paramétrisé par 7, est donné par 22

r(7) = 4Rsin(7/2). (5)

21. Avec I'élément infinitésimal de longueur de la courbe ds définit comme ds? := dz? +dy2. A partir des équations
paramétriques de la cycloide, on obtient alors facilement ds* = R? ((1 — cos(7))? + sin(7)?) d7? = 2R?(1 —cos(7))d72,
retrouvant alors équation (4) en utilisant la relation trigonométrique cos(7) = 1 — 2sin?(7/2).

22. Soit la courbe plane v : R — R?, 7 — ((7), y(7)), alors, en coordonnées cartésiennes, r = (z'2 +y/2)3/2/(z'y" —
y/z//).



§'(1) et r(7) s’annulent pour 7 = 27k, k € Z, qui correspondent aux points de rebroussement et sont
maximums pour 7 = 7(2k—1), correspondant aux sommets de la courbe. Pour s'(7) on comprend que
les points séparés par des intervalles constants de 7 sont plus rapprochés aux points de rebroussement
et maximalement distants les uns des autres sur la courbe au niveau des sommets (voir illustration
en haut de la figure 3). Autrement dit, si 7 représente le temps, le point ralentit (par rapport au sol)
aux points de rebroussement, ou le mouvement de rotation du cercle s’oppose a sa translation, et
accélere aux sommets, ou la rotation se combine a la translation. Le rayon de courbure, lui, est nul
aux points de rebroussement et a une valeur maximale au sommet, ou un cercle de rayon 4R peut
completement englober 'arche. Ainsi, la développée de la cycloide, i.e. la trajectoire tracée par ses
centres de courbures, est une cycloide translatée de Ax = 7R (voir bas de la figure 3). La longueur
totale d’une arche de la cycloide ( fo% ds(7) entre deux points de rebroussement) vaut 8R et sa surface
(quadrature) est exactement trois fois celle du cercle générateur (3wR?).
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FI1GURE 4 — Haut : trochoide allongée bas : trochoide raccourcie.

La cycloide représente un cas particulier de courbe trochoide — du grec ancien trokhoeidés (tpo-
Y0eWc), “circulaire, rond” — représentant la trajectoire d'un point attaché a une position arbitraire
de rayon R, sur un cercle de rayon R; roulant sans glissement sur une droite *® (voir Khelif (2010)
p. 468). Pour R; < Ry on parle de trochoide raccourcie présentant des points d’inflexions alors que
pour Ry > Ry on parle de trochoide allongée, formant des boucles. La cycloide correspond au cas
Ry = R,.

FIGURE 5 — Gauche : Cylcoide (rouge) comme solution du probleme de la brachistochrone. Droite :
Cylcoide (noir) comme solution du probleme de la tautochrone (Adapté librement de wikimedia
commons).

23. (1) = Ry — Rasin(r)) et y(1) = Ry — Racos(T)



La cycloide peut étre caractérisée par 1’équation différentielle (équations liant la fonction et ses
dérivées)

dy  [2R—y

de T

(6)

qui sera I’équation a laquelle arrivera Leibniz sans en reconnaitre la courbe. Une preuve en quelques
étapes de cette équation peut étre trouvée en appendice B.

Le nom de la cycloide a été donné par Galilée, qui fut certainement le premier scientifique moderne
a étudier en profondeur les propriétés de cette courbe (Whitman 1943) 24, 1l a en particulier cherché
a en déterminer la quadrature. Pour cela, il aurait utilisé des constructions matérielles ’amenant
a estimer que la surface totale de ’arche équivalait a trois fois celle du cercle générateur. Cette
propriété fut prouvée formellement plus tard par Gilles Personne de Roberval (1602-1675) en 1634
mais les résultats ne furent publiés que plus tard, 18 ans apres sa mort (Roberval 1693).

Comme nous I'avons déja évoqué, la cycloide (inversée) est la solution au probléme de la Brachis-
tochrone présenté précédemment (voir schéma de gauche de la figure 5). Avant le probleme proposé
par Bernoulli, la cycloide était déja au centre de I'attention des mathématiciens et physiciens, car
identifiée comme solution de nombreux problemes similaires.

Elle est en effet également solution au probleme de la courbe dite tautochrone (du grec tauto
(tadtéc) "identique” et chronos (ypdévoc) “le temps”) : soient deux point A et B reliés par une cycloide,
le temps mis pour atteindre B est indépendant du point de la courbe d’ou est laché une particule
soumise uniquement a son propre poids sans vitesse initiale. Cette propriété fut prouvée par le
mathématicien physicien et astronome néerlandais Christiaan Huygens (1629-1695) en 1673 (Huygens
1673). Comme illustré sur le schéma de droite de la figure 5, les différentes particules placées a des
points différents de I’arche d’une cycloide inversée (représentées par des ronds de différente couleur)
atteindrons le sol au méme instant (voir les s(t) = fot ds(t) correspondants dans le coin droit de la
figure). Cela s’explique car les particules les plus hautes (e.g. bleue) peuvent accélérer pendant plus
longtemps que celles qui partent plus bas (e.g. jaune). Apres avoir donné sa solution, Jean Bernoulli
en conclura que “L’identité de la tautochrone de Huygens et de la brachistochrone est admairable : la
nature agit toujours de la maniére la plus simple ",

En conséquence directe de sa propriété tautochrone, la cycloide est également isochrone (du grec
isos (loog), "égal”) : une particule lachée sur une arche de cycloide suivra un mouvement périodique
dont la période est indépendante du point d’ou elle est lachée (T' = 2w/4R/g). A partir de cycloides,
on peut ainsi construire des pendules tres fiables (dits "cycloidaux”) ayant une période fixée quelque
soit I’endroit d’ot est laché le balancier 2°. Cette propriété fut notamment utilisée en navigation pour
aider a résoudre le probleme des longitudes (voir e.g. Yoder (1988)).

On peut également montrer que la cycloide est la trajectoire décrite par une particule chargée
en présence de champ électrique et magnétique perpendiculaires et uniformes (Bruce 1997) et que
la courbe apparait plus généralement comme solution a de nombreux problemes d’optique et de
mécanique (voir e.g. Johnston (2018)). Pour toutes ces raisons, il est évident que la cycloide a joué
un role central dans les mathématiques et sciences physiques du XVII™® siecle, tant bien qu’elle fut
nommée "I'Hélene des géometres” (Montucla, Lalande et Lande 1799) en référence a Hélene de Troie :
d’une grande beautée, mais a I'origine de nombreux conflits!

3.2 Les solutions au probleme de la Brachistochrone

Nous ne détaillerons pas toutes les solutions du probleme de la brachistochrone ici, mais nous
présenterons seulement des versions simplifiées et modernisées des dérivations proposées par Jean et

24. Etonnamment, on a toutes les raisons de croire que cette courbe n’était pas connue en Grece antique. Sa premiere
mention attestée fut par Charles de Bovelles en 1503 dans "Introductio in Geometriam” (voir Cantor (1898) et Whitman
(1943)).

25. Citation empruntée & Dubois (1991) p.1273 (voir source primaire en référence).

26. Cette propriété est respectée pour le cas d’école du pendule simple seulement dans 'approximation des petits
angles (inclinaison initiale 6y < 10°), on a alors la formule T' = 274/L/g.
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Jacques Bernoulli afin de mettre en évidence le raisonnement des deux auteurs et leurs différences
qui seront importantes pour la suite de la discussion.

3.2.1 Les solutions de Jean Bernoulli

FIGURE 6 — Haut : Illustration originale du probleme dans Jean Bernoulli (1697) Bas : adaptation
personnelle mettant en évidence les éléments infinitésimaux mis en jeux.

La solution que Jean Bernoulli (1697) présente dans I’édition de 1697 de Acta Eruditorum se
base sur un autre exemple de courbe minimisant le temps essentiel en physique : le trajet des rayons
lumineux. Le comportement de la lumiere peut en effet étre modélisé par le tracé de rayons lumineux
obéissant aux lois dites de "'optique géométrique”. En particulier, un rayon se déplace en ligne droite
dans un milieu homogene (principe d’Heron), et a la transition entre deux milieux 1 et 2 (dioptre), il
peut se réfléchir avec un angle identique a celui d’incidence par rapport a la normale ou se réfracter
selon 7

sin(6y) _ sin(0z) ’ (7)

U1 V2

ol 6, et Ay sont respectivement les angles d’incidence et de réfraction par rapport a la normale du
dioptre et vy et vy sont les vitesses a laquelle se déplace la lumiere dans les deux milieux. De cette
loi, on peut conclure que, pour un rayon se déplagant dans un milieu inhomogene, on a en tout point

sin(6,.)

(%

—c. (8)

ol C est une constante et 6, est 'angle de la trajectoire du rayon lumineux par rapport a la normale
en tout point de sa trajectoire. L’ensemble des lois énoncées plus haut peuvent étre retrouvées en

27. Afin de rafraichir des éventuels souvenirs de lycée ou d’université, on présente aujourd’hui plus couramment
cette formule comme n; sin(6;) = no sin(fz), en utilisant les indices optiques n; = ¢/v;.



exigeant que le rayon lumineux suive toujours la trajectoire minimisant le temps de parcours de la
lumiere, appelé principe de Fermat. Ce résultat a été démontré par Heron d’Alexandrie au premier
siecle dans Catoptrics pour la réflexion et par Ibn al-Haytham pour la réfraction au 11 siecle.
Comme pour le cas de la brachistochrone, c¢’est grace aux récents développements des outils du calcul
des variations que Pierre de Fermat (1607-1665) pourra démontrer en toute généralité ce principe
de maniére moderne en 1657 (et publié en 1662), soit 40 ans avant I’étude de la brachistochrone par
Bernoulli (sur 'histoire du principe de Fermat voir Rashed (2019) et les références associées).

Retournons maintenant au probleme de la brachistochrone et placons nous dans le cadre du
haut de la figure 6, ot le mobile M descend de A a B. Afin de rester cohérent avec les notations
précédentes, on choisit un repeére (x,y) ou l'axe y est vertical et x horizontal, comme illustré en bas
a gauche de la figure 6 (le choix original de Bernoulli inversait les axes = et y pour que le repere soit
direct). En prenant un point M quelconque de la trajectoire, on peut définir les petits éléments de
longueurs dz, dy et ds, approximés comme des segments de droites. Dans le triangle rectangle formé
par ces trois infinitésimaux, la trigonométrie élémentaire nous permet d’établir la relation

dx
— =sin(6,), 9
= sin(0)) 9
ol 6, est 'angle entre la trajectoire du point M et ’horizontal HO. En assumant que la méme

condition s’applique pour les rayons lumineux (équation (8)), on a alors

dx

= Cu. (10)
Bernoulli invoque alors les résultats de Galilée sur la chute des corps selon lesquels, pour un corps
soumis a son propre poids v = k,/y. On a alors un comportement similaire a celui d’un rayon
lumineux se déplacant dans un milieu transparent dont la densité est inversement proportionnelle a
la racine carrée de la hauteur.

Grace aux conditions initiales, on peut alors déterminer C : la particule atteindra sa vitesse
maximale en y = GK ol sa trajectoire sera horizontale (#, = 0) (voir haut de la figure 6). D’apres
(8), on a alors C = 1/(kv/D), ot on a introduit D = GK.

En utilisant alors la définition de I’élément de longueur ds = y/dz? + dy? (qui n’est autre que le
théoreme de Pythagore), équation (10) devient

dx
—— =/ 4. (11)
\/daz? 4 dy? D
En mettant le tout au carré et apres quelques manipulations, on arrive immédiatement a

dy _ M, (12)
dz Y
que 'on identifie comme 1’équation différentielle d’une cycloide générée par un cercle ayant pour
diametre la hauteur totale de chute du corps (équation (6)) avec R = D/2. Quelque chose d’abso-
lument caractéristique se produit ici : on "coupe” le probleme en petits éléments finis afin d’en tirer
des conclusions générales est typique du calcul différentiel prenant naissance ici, qui est aujourd’hui
le pain quotidien des physiciens et mathématiciens.

La solution présentée ci-dessus est appelée "indirecte” par Jean Bernoulli. Il proposera une seconde
solution, que nous ne détaillerons pas ici, dite "directe”, qu’il donnera dans plusieurs correspondances
au cours de 1697. Cependant, Leibniz lui conseillera de retarder sa publication, car ” [il] trouva cette
Methode directe d’une beauté si singuliere, qu’il me conseilla de ne la pas publier, pour de raisons
qui étoient alors, & qui ne subsistent plus”?®. Elle ne sera alors rendue publique qu’en 1718 dans
'appendice d’un papier dédié aux isopérimetres (Jean Bernoulli 1718). D’apres Carathéodory (1937)

28. pris dans Jean Bernoulli (1718)
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(voir p.230 a 233 et I'appendice III), cette deuxieme solution, qui passera inapergue car donnée en
addendum d’un papier tres technique portant sur un autre sujet, présente des aspects tout a fait
novateurs qui ne seront redécouvert que au XIX®™¢ siecle lors du développement du calcul différentiel
moderne (théorie des champs) par Karl Weierstrass (1815-1897) et Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

3.2.2 La solution de Jacques Bernoulli

FIGURE 7 — Adaptation de la figure originale de Jacques Bernoulli (1697) sur laquelle ont été ajouté
en rouge les axes (z,y) et leurs différentiels (dz, dy).

La solution présentée par Jacques Bernoulli (1697) est relativement plus technique que celle de
son frere et invoque des infinitésimaux d’ordre deux, associés aux dérivées secondes. Elle exploite une
autre propriété cruciale pour le calcul des variations : un extrémum d’une courbe (minimum, maxi-
mum ou point-selle) est atteint lorsque les dérivées secondes (ou les différences entre infinitésimaux
d’ordre deux) s’annulent. On pourra alors comparer différentes courbes infiniment proches 1'une de
I’autre afin d’identifier la "région” dans laquelle les propriétés ne varient pas d’une courbe a l'autre
pour des différences d’ordre deux?”.

Jacques commence ainsi sa preuve en montrant que si la propriété de minimisation du temps est
vérifiée sur un élément infinitésimal de la courbe, elle est aussi vérifiée pour toute la courbe (encore
ici une démarche caractéristique du calcul des variations). Cela lui permettra donc encore d’inférer
la nature de la courbe a partir de propriétés valides localement. Il procede ensuite comme suit :
comme illustré sur la figure 7, soit C'D un élément de longueur infinitésimal de la brachistochrone
et soient CLD et CGD deux trajectoires infiniment proches séparées par une distance NM du
second ordre localisés au milieu de l'intervalle (C'D/2). Si la courbe est bien la brachistochrone i.e.
la courbe minimisant le temps, alors la différence entre les temps infinitésimaux du second ordre doit
s’annuler et les deux trajectoires doivent prendre le méme temps i.e. tog+tap = tor +trp ou encore
toce —ter = trp — tap. De plus, en utilisant la loi des plans inclinés de Galilée (équation (1)), on a
CE/CG =teg/tcg et CE/CL = tep/ter. En combinant ces relations, on obtient alors

CE . tor
CG—CL teg—tor

(13)

29. Cette maniere de raisonner est aujourd’hui omniprésente dans toutes les branches de la physique afin de trouver
des trajectoires extrémales e.g. a I’aide des intégrales de chemins en électrodynamique quantique, voir e.g. I'introduction
non technique donnée dans Feynman (1988)
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Considérons maintenant le projeté orthogonal M de L sur CG. On a alors CG — CL ~ MG, car, en
utilisant un développement limité a ’ordre un

CL=VCM?2+MIL2=CM+\/1+ML2/CM?~CM + ML*/(2CM) ~ CM. (14)

De plus, le théoreme de Thales donne FG/CG = MG/GL. Combinant toutes ces relations avec
I'équation (13) et multipliant par tcq — tor, on obtient

CE EGtcop

= ) 15
GL OG(tCG — tCL) ( )
Le méme raisonnement sur le projeté orthogonal N de G sur LD conduit a
EF GIlt
EF (16)

GL ~ CD(trp — tep)

En comparant ces deux dernieres relations et en réinjectant I’équation (13), on peut alors montrer
que :

EGtes  Gltgp  CG -
CG(tCG _tCL) GD(tLD _tGD) CD’
et
EGtcor B CG(tca — ter) B CcG (18)

Gltgr  GD(typ —tgp) CD’

Or, comme nous 'avions déja vu dans la solution de Jean, Galilée a montré que pour un corps un
chute libre v = k,/y avec y la distance parcourue en chute libre i.e. depuis le point H. Les intervalles
CFE et EF étant infiniment petits, on peut dire que vorp ~ vo ~ CE/tcp et vgr ~ vp ~ EF/lgp
(et CE = EF). On obtient ainsi

EGtey  EG/VHC

= ) 19
Gltgr  GI/VHE (19)
En insérant cette derniére expression dans equation (18), on obtient enfin
EGVHE CG (20)
VHCGI  GD

En placant maintenant un systéme d’axes (H,z,y) comme dans la section précédente, on peut
identifier HE = y et les infinitésimaux d’ordre un de = FD = 2FEG, dy = CF = 2EG et ds =
CD = 2CG, I'équation précédente se rééerit

ds Y

ds _ Yy 21

dx D (21)
En notant D = HC GI?/GD?. 1l s’agit donc de 'équation (11), que 'on peut réécrire comme
I’équation différentielle d’une cycloide.

4 La rivalité des deux freres et les isopérimetres

Les deux solutions présentées plus haut font appel au méme principe, au coeur du calcul dif-
férentiel : dériver des propriétés locales — sur des éléments infinitésimaux de la courbe considérés
comme linéaire — et en tirer des résultats globaux sur la nature méme de la courbe. Cependant, il est
frappant de voir a quel point les deux preuves différent tant par leur raisonnement que par leur style.
Formellement, Jean fait toute son analyse avec des infinitésimaux d’ordre un, regardant de petits
éléments de la courbe, quand Jacques regarde aussi des infinitésimaux d’ordre deux, comparant dif-
férentes courbes infiniment proches pour chercher celle qui minimise le temps. Il est communément
reconnu que la solution de Jean est d'une grande simplicité et d'une grande élégance, en suivant une
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analogie avec de la physique élémentaire. Pour reprendre Peiffer (2006), "elle releve du trait de génie”.
Cependant, elle ne s’applique qu’a ce cas particulier et n’est pas généralisable a d’autres problemes.

Jacques lui, procede de maniere plus rigoureuse, linéaire et systématique. Sa dérivation est dé-
taillée mais longue a mettre en ceuvre et les calculs sont fastidieux. Sa méthode est généralisable et
peut étre appliquée a n’importe quelle courbe extrémisant une quantité. Cette opposition dans le
style reflete déja une opposition méme entre les deux freres. Alors que pour Jacques, les astuces de
son frere ne méritent pas le nom de méthode, pour Jean, la direction empruntée par son frere est
”[...] un chemin trés-rude & tres épineux, [alors que la Fortune| m’a été si favorable qu’elle m’a mené
par une voye douce, trés-courte & tres aisée, par laquelle j’ai méme plus trouvé que je ne cherchois
” (Goldstine (1991) p.289). Pour mieux comprendre cette situation, il faut également comprendre la
relation entre les deux freres : Jacques, 1’ainé, s’est toujours considéré comme le mentor et I’exemple
a suivre pour son petit frere. Il considere alors Jean "comme un éleve qui doit gratitude et respect
a son maitre®"”. A lopposé, Jean, "pour voler de ses propres ailes et déployer tout son talent, avait
besoin de s’émanciper de son frére3!”.

Le probleme de la brachistochrone lancé par Jean enflamme alors la rivalité déja existante entre
les deux freres et entraine avec lui une longue série de querelles et de joutes publiques entre eux.
Alors que le défi n’a sans doute pas eu un retour a la hauteur des espoirs et de la publicité que Jean
en a fait, il s’attaque directement a son frere avec ce probleme en le considérant «parmi ceux qui
s’enorgueillissent d’avoir pénétré les mysteres les plus profonds de la géométrie grace a des méthodes
particulieres et d’avoir élargi son étendue par des théoremes d’or qu’ils croient inconnus de tous,
alors qu’ils ont été publiés bien avant par d’autres » 2.

Jacques commence alors son papier de 1697 en déclarant (non sans mépris) qu'’il ne se serait pas
intéressé au probleme de son frere si Leibniz ne I’y avait pas invité et qu’il I’a rapidement résolu en
quelques semaines des Octobre 1696 (trouvant une courbe solution qu’il appellera "I’oligochrone”).
Apres avoir donné la solution que nous avons détaillée plus haut, il conclut son papier en défiant son
frere avec trois problemes encore plus difficiles, déclarant qu’il connait un gentleman qui offrirait a
son frere un prix de 50 écus impériaux si celui-ci parvient a les résoudre dans les trois prochains mois.
Parmi ces trois problemes, c’est le troisieme, dit des isopérimetres (courbes de méme longueur) qui

se montrera le plus difficile et qui sera au centre de I'attention de 1697 & 1718. Il s’énonce ainsi

=
Nz

HF g ¥

D’entre toutes les courbes isopérimetres constituées sur un axe déterminé BN, on
demande celle come BFN, qui ne comprene pas elle-méme le plus grand espace;
mais qui fasse qu'un autre compris par la courbe BZN soit le plus grand aprés avoir
prolongé 'apliquée FP de sorte que PZ soit en raison quelconque multipliée ou

soumultipliée de I'apliquée PF ou de I'arc BF, c’est-a-dire que PZ soit la tantiéme
proportionele que 'on voudra d'une donée A & de I'apliquée PF ou de I'arc BF.

A la suite naturelle de la brachistochrone, on voit alors apparaitre encore ici un probleme de
courbe extrémisante : celle BF'N qui augmente la surface de 'espace BZ N lorsqu’elle est prolongée.
Meéme si Jean prétend avoir trouvé la solution en trois minutes, il n’arrive pas a résoudre correctement

30. (Peiffer 2006)

31. ibid

32. Citation prise dans Peiffer (2006) (p.16), elle méme issue de Goldstine (1991) (p.261).

33. Traduction en frangais du probleme par Jean Bernoulli parue dans le Journal des scavants de décembre 1697.
Pris dans Goldstine (1991) p.309.

13



le probleme posé par son frere. Commencera alors une longue querelle entre les deux freres, sous forme
de joute, impliquant de nombreux autres mathématiciens (pour une discussion plus complete, voir
Sec.2. de Peiffer (2006)). Les deux freres se connaissant intimement, chacun exploitera les faiblesses
et les traits de caractere de 'autre. Bien qu’on ne puisse évidemment pas résumer la personnalité
de deux mathématiciens en quelques phrases, on voit cependant clairement se dessiner deux profils
opposés : Jean est impulsif, colérique et fougueux alors que son frere Jacques, froid et cynique, prend
un plaisir presque cruel a relever publiquement les erreurs de son frere : "Avant que de publier ma
Reponse auz solutions de mon Frere, je le prie de repasser tout de mouveau sur sa derniere, d’en
examiner atentivement tous les points, €9 de nous dire ensuite si tout va bien ; lui declarant qu’apres
que j’aurai done la miene, les pretextes de precipitation ne seront plus ecoutez” (Goldstine (1991)
p.354). C’est donc dans ce contexte de rivalité et de défis mais également de pleine effervescence
autour de I'application du nouveau calcul des variations a la recherche des courbes aux propriétés
particulieres, que va apparaitre le probleme des courbes géodésiques.

5 De la brachistochrone aux géodésiques

5.1 Un nouveau défi

Dans la continuité directe du probleme de la brachistochrone et des isopérimetres, Jean Bernoulli
lance six nouveaux défis de minimisation "aux géometres qui croient avoir des méthodes pour toutes
les questions de cette nature” dans I’édition du Journal des Sgavant de 1697 p.394-396 (Académie
des inscriptions et belles-lettres 1697). Le premier s’énonce comme suit 34

-——mm———

: i ~PROBLEMES A RESPUDRE.-‘

' 7O 1cr quelques Problémes De praximis & minimis,,
g v que M. Bernoulli. Profefleur 3.Groningue, ptopofe aux.
Geometres qui croyent avoir des metodes pour toutes les que-
ftions de cete nature, ‘ ) _

1. Deux points ctant donés fur unc fupetficic convexe, on
demande une manicre d’y décrire Geometriquement d'un de ces
points  I'autre, la ligne la plus courte, fupofé que cete furface
{oit Geometrique, telles que font cellesde la fphere, du cone, du
cilindre, dans lefquelles le probléme eft fore facile, de quelque
manicre que les points {oient fituczymais dans les conoides & dang.
Jes fpheroides il devient tres-dificile. C'eft pourquoi on propofe
pou rexemplelafupetficic du conoide parabolique , dans laquel-
le il faille tirer la ligne la plus courte qui joint deux poines fix
tucz non pas dans le méme meridien ; ce qui feroit encore faci-
le, puifque la ligne recherchée feroit la portion du niéme meri.
diencomprife entre ces deux points ;. mais fituez dans des me--
ridiens diferens :- Japele ici Meridien toute parabole tirce du:
fommet du conoide jufqu’a fa bafe.. | ~

Il s’agit donc bien la de la question des lignes de plus courte distance sur une surface quelconque,
qui apparait pour la premiere fois sur le devant de la scéene mathématique moderne, comme consé-
quence naturelle des problemes 'ayant précédé. Comme pour la brachistochrone, Bernoulli informe
son mentor Leibniz de ce défi dans une lettre privée en décembre 1697, annoncant que 'Hopital y a
renoncé. Leibniz répondra qu’il s’est déja essayé au probléeme, mais n’est pas satisfait de sa dérivation.

En 1698, son frere Jacques Bernoulli, se penche sur le particulier du cone et du cylindre, montrant
que les lignes de plus courte distance forment des lignes droites lorsque ’on déroule les surfaces sur un

plan (ceci est en effet possible uniquement car ces deux surfaces ont une courbure nulle, comme il sera

34. Une conoide désigne ici une surface de révolution (i.e. invariante par rotation autour d’'un axe) ouverte et une
sphéroide désigne une surface de révolution fermée.
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compris ultérieurement). Cependant, Jean Bernoulli et Leibniz ne se déclareront pas convaincus par
cette dérivation. Jacques publiera également des résultats sans preuves sur les surfaces de révolution
paraboliques et en profitera pour reprocher a son frere I'utilisation du mot ”"géométriquement” dans
sa formulation du probleme, car il est ambigu (Stéckel 1893). En réponse, Jean déclarera "si I'on
considere la quantité et la diversité infinies des surfaces courbes, qui ne sont ni des conoides ni des
sphéroides, on voit que mon frere n’a pas fait grand-chose en résolvant le probleme des surfaces de
révolution” auquel il ajoutera "c’est pourquoi je crois avoir fait quelque chose de grand en trouvant
une méthode générale pour arriver a 1’équation pour toute surface donnée, qu’elle soit conoide ou
non. Mais je laisse a mon frere le soin de la trouver, afin qu’il ait le temps de trouver sa solution
et de répondre pleinement au probleme”?, ce qui ne manquera certainement pas de déplaire a son
frere. Jacques est cependant déja malade et mourra en 1705, n’ayant pu répondre a cette invitation.
On peut supposer qu’il a cherché en vain I’équation des géodésiques, comme le laisse penser certaines
de ces dernieres notes (Stickel 1893).

FIGURE 8 — Gauche : représentation de la propriétés des géodésiques découverte par Jean Bernoulli
(pris dans Freguglia (2016) p.104). Droite : Adaptation de la figure de L. Euler (1732) (p.125), pour
y faire apparaitre toutes les quantités du probleme. Adapté de https://www.17centurymaths. com/
contents/euler/e009tr.pdf

Dans une lettre a Leibniz3®, Jean déclarera en effet avoir obtenu une équation différentielle
définissant la courbe de moindre distance entre deux points comme la courbe passant par ces deux
points dont le plan osculateur®” est en tout point normal (i.e. perpendiculaire) au plan tangent **
de la surface (voir partie gauche de la figure 8). Il s’agit bien la d’une propriété clef des courbes
géodésiques. L’auteur fera également référence a ’obtention d’une équation différentielle générale
dans ses correspondances avec le marquis de I’'Hopital.

Malheureusement aucun détail supplémentaire n’a pu étre trouvé dans les notes de Bernoulli
(Enestrom 1899). Stéckel (1893) (p.448) émet 'hypothese que celui-ci aurait utilisé une méthode
similaire & celle utilisée pour obtenir 1’équation de la chainette quelques années plus tot3?, mais
ni I’équation ni sa preuve n’ont pu étre retrouvés. Cependant, comme Johann et Leibniz 1’avaient
visiblement déja tres certainement deviné d’apres leurs échanges, le probleme des géodésiques ne
pouvait étre résolu qu’en utilisant une équation S(z,y,z) = 0 pour définir la surface en terme des

35. Traduction personnelle d’une citation empruntée & Stéckel (1893) p.448 (voir source primaire en référence).

36. Leibniz et J.I. Bernoulli (1745) p. 393, voir également la reproduction p.227 de Carathéodory (1937).

37. Plan définit comme comprenant les points v(7), 7(7 4+ dr) et v(7 — dr) i.e. plan épousant le mieux la courbe au
point P (il contient le vecteur tangent et le rayon de courbure).

38. Plan en v(7) approximant le mieux la surface localement (il contient le vecteur tangent & la courbe).

39. La chainette étant la courbe correspondant & la forme que prendrait une chaine suspendue a la méme hauteur
par ces deux extrémités et soumise uniquement a son propre poids.
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trois coordonnées spatiales (z,y, z), faisant de la recherche de la ligne géodésique le premier probleme
de géométrie dans 'espace ayant été traité avec ce type de raisonnement tres moderne (Stéckel 1893).
Il faudra alors attendre 30 ans pour que le probleme refasse surface, lorsque Jean convaincra le jeune
Euler de s’intéresser au probleme.

5.2 La solution d’Euler

Dans sa jeune vingtaine, Euler s’attaque alors au probleme de la ligne la plus courte a la demande
de son mentor Jean Bernoulli, qui lui sera tres certainement transmise par l'intermédiaire de son
fils Daniel Bernoulli (1700-1782) a Saint-Pétersbourg (Enestrom (1899), p.21). Euler publiera ses
résultats dans L. Euler (1732)%°, qui sera le premier essai du jeune scientifique sur le calcul des
variations. Il commence son papier en faisant référence a l'invitation de Jean Bernoulli a résoudre
ce probleme, ce dernier ayant déja trouvé la solution. Il rappelle également que la ligne dont il
s’appréte a trouver 1’équation peut simplement étre construite mécaniquement a 1’aide d’une corde
que l'on applique entre deux points d’une surface, mais qu’il ne peut pas se contenter d'une telle
construction, car il en cherche I'expression algébrique. Un autre point qui sera majeur pour la suite du
développement de la géométrie différentielle moderne est de plus évoqué : les géodésiques caractérisent
les surfaces.

Il procede ensuite comme suit : soit une ligne minimisant la distance entre les points G et H
sur une surface . Nous choisissons un repere tri-dimensionnel (A, z,y, z). Soit M un point sur la
courbe associé aux coordonnées (r = CP, y = PM, t = AC) (voir partie droite de la figure 8).
Soit m un point infiniment proche de M de coordonnées = + dx = Cp, y +dy = pm, t = AC),
distant du premier ordre. Comme nous l'avions vu dans le cas de la solution de Jacques de la
brachistochrone, alors la courbe extrémise la distance si GM + M H = Gm+mH admet un minimum
en M lorsque m varie sur la courbe IMK ou IMK est I'intersection de la surface avec le plan
(z,y) en C (i.e. une portion de courbe sur la surface passant par M et associée a un ¢ constant).
Finalement, pour des variations de la distance de m d’ordre deux par rapport a M on aura exactement
GM + MH = Gm + mH (condition que Jacques avait donc écrite identiquement sur les temps de
parcours pour la brachistochrone). En somme : demander aux variations d’ordre deux de s’annuler
permet de trouver le point M € GH minimisant la distance GM + M H. On pose alors BC' =
CD =a, BE =b, EG = ¢, DFF = f et FH = g, on obtient grace au théoreme de Pythagore
GM+MH = \/a®+ (x — b)2+ (y — &) ++/a® + (f — 2)2 + (g — v). En prenant la différentielle de
cette équation et en exigeant qu’elle s’annule, on obtient facilement la condition

(z—b)dz+ (y —c)dy (f—rc)der(g—y)dy
V@ + (@ =02+ (y—c? @+ 2+ (g—y)?

Maintenant, si la surface est caractérisée par une équation fonctionnelle du type S(t,z,y) = 0, elle
I'est également par 1’équation différentielle

oS oS oS
= — o R e 2
ds BT dt + B dx + aydy 0, (23)

(22)

que Euler écrit sous la forme Pdx = Qdy + Rdt. En considérant comme dans notre probleme un
mouvement du point m sur la surface a t constant, on a donc dz/dy = @/P, caractérisant le
déplacement infinitésimal de M a m sur la surface le long de I JK. En faisant de plus I'identification
a=dt, f=x+dx, g =y+dy ainsi que ¢ = y — dy + dydy et b = x — dz + ddz (ot ddz et ddy
sont des infinitésimaux d’ordre deux plus petits que dx et dy), on peut alors réécrire ’équation (22)
comme

Q(dr —ddz) + P(dy —ddy)  Qdx+ Pdy
VA2 4 (do — ddz)? + (dy — ddy)2 /2 + da? + dy?

(24)

40. Le mémoire apparu en 1732 est daté de novembre 1728. Cependant Enestréom 1899 a démontré que le travail n’a
pas pu étre complété avant avril 1729. Pour une traduction en anglais voir également https://www.17centurymaths.
com/contents/euler/e009tr.pdf.

16


https://www.17centurymaths.com/contents/euler/e009tr.pdf
https://www.17centurymaths.com/contents/euler/e009tr.pdf

Cette derniere expression nous indique simplement que — pour @), P et dt fixe — la partie droite de

I’équation reste invariante sous une variation du second ordre x — x —ddz et y — y — ddy. Il en

suite que sa différentielle doit s’annuler. En calculant cette différentielle?! et la demandant égale a
zéro, on obtient alors

Qddz + Pddy  drddz + dyddy

Qdr + Pdy  de2 + dx + dy?’

Cette derniere équation permet d’écrire les deux équations différentielle caractérisant une courbe
minimisant la distance comme

(25)

Qddz+Pddy __ dxzddz+dyddy
Qdz+Pdy T de2+dx24dy2” (26)
Pdx = Qdy + Rdt,

ol la premiere assure la minimisation de la distance et la deuxieme assure simplement que la courbe
reste sur la surface. Euler applique ensuite ces équations en les intégrant dans le cas du cylindre, des
conoides et des sphéroides, comme I’avait demandé originellement Jean Bernoulli.

L’influence des deux freres dans cette dérivation est nettement visible : Jean apparait en premier
plan comme mentor du jeune Euler alors que I'influence de Jacques se ressent a travers les méthodes
d’analyse utilisées.

Jean publiera sa propre solution 15 ans plus tard dans le quatrieme volume d’Opera Omnia
Jean Bernoulli, Schmidt et Bousquet (1742). Il utilisera exactement les mémes termes que dans sa
correspondance avec Leibniz 50 ans plus tot, laissant penser qu’il avait bien en effet trouvé I’'équation
des géodésiques des 1697 (Carathéodory 1937).

Alexis Claude Clairaut (1713-1765), agé de seulement 20 ans et encore plus jeune que Euler,
trouvera également indépendamment cette solution dans Clairaut (1733), mais nous ne détaillerons
malheureusement pas ici sa dérivation afin de garder un semblant de concision.

6 Conclusions et entrevue d’un futur radieux

Quarante-trois ans apres son frere, Jean meurt en 1748. La suite de I'histoire des géodésiques
n’appartiendra plus aux freres Bernoulli. Euler présente une récollection de toutes les dérivations
précédemment données dans "L’art de trouver les courbes qui satisfont des propriétés de maxima
et de minima”, dans laquelle il retraitera le cas des géodésiques avec une approche identique a
celle de 1732 (Leonhard Euler et al. 1744). Il s’attaquera de nouveau a ce sujet dans Mécanique
(L. Euler 1736), en étudiant le mouvement d’un point matériel contraint a rester sur une surface
courbe et démontrera que la trajectoire suivie par le corps minimise la distance sur la surface si il
ne subit aucune accélération. Il redémontre également dans ce cas la relation entre plan tangent et
plan osculateur trouvée par Jean Bernoulli et retrouvera une équation différentielle qui sera prouvée
équivalente a celle obtenue en 1732. Propriété a nouveau redémontrée en plus grande généralité par
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) en 1806 (Lagrange 1806). L’'impact absolument majeur qu’aura
Euler sur le développement subséquent du calcul différentiel est difficilement quantifiable. Il reprendra
notamment la nouvelle formulation du calcul § proposée par Lagrange *?, et sera le premier a utiliser
le terme “calcul des variations” en 1756 en s’occupant a déterminer toutes les conséquences formelles
de ce nouveau formalisme, tant pour les mathématiques que pour la mécanique (Carathéodory 1937).

En guise de conclusion, je ne peux résister a 'envie de tracer a gros traits la suite de I'étude des
courbes géodésiques, afin de mieux apprécier la portée gigantesque qu’auront ces développements
pour la co-évolution des mathématiques et des sciences physiques : Le nom de géodésique n’apparait
que tardivement avec Pierre Simon Laplace (1749-1827) en 1799 (Laplace (1799), p.129-131) et ces
courbes occuperont une place absolument centrale au XIX®™¢ siecle dans le développement de la
géométrie différentielle avec notamment la définition moderne de la notion de courbure (géodésique)
d’une surface et la premiere étude de la géométrie intrinseque des surfaces, indépendamment de

41. On rappelle que pour deux fonctions u et v, d(u/v) = (vdu — udv)/v? et d(v/u) = du/(2v/u).
42. Voir Lagrange (1806) et Woodhouse (1810).
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I'espace dans lequel elles sont représentées, par Gauss (1828) (voir également ’analyse de Nabon-
nand (1995)). Ces résultats représentent un tournant majeur et la courbure d’une surface (ou d’un
espace) se définit encore aujourd’hui de maniere moderne a partir de la déviation de ses courbes
géodésiques. L’étude des courbes minimisantes amene ainsi progressivement a penser 1’étude de géo-
métrie alternatives a la géométrie plane (Géométrie non-Euclidienne) sur des espaces possiblement
courbes. Ainsi Nikolai Lobachevsky (1792-1856), Janos Bolyai (1802-1860) et Bernhard Riemann
(1826-1866) développent les premiers outils permettant de traiter les espaces aux géométries par-
ticulieres **. La notion de surface se voit ainsi progressivement étendue et généralisée en n’importe
quelle dimension grace la notion de variété différentielle. La notion de distance étant encodée par
un tenseur métrique sur les variétés dites Riemanniennes. En parallele, dans la continuité de Euler
et de Lagrange, les études mécaniques proposées par William Rowan Hamilton (1805-1865), Jop-
seph Liouville (1809-1882), Gaston Darboux (1842-1917) pour ne citer qu’eux, donnent naissance
a la mécanique analytique moderne dans laquelle les géodésiques et courbes minimisantes sur des
variétés jouent un role primordial puisqu’elles caractérisent les trajectoires des systemes physiques.
Les développements les plus modernes sont ensuite entrepris notamment par Jacques Hadamard
(1865-1963) et Henri Poincaré (1854-1912). Ces outils seront ensuite au centre de la relativité gé-
nérale développée par Albert Einstein (1879-1955) et Marcel Grossmann (1878-1936) dans laquelle
I’espace-temps est une variété différentielle et les trajectoires des corps soumis a la gravité sont des
géodésiques sur celle-ci. Dans sa forme la plus moderne, la définition d'une géodésique requiert celle —
extrémement riche — de connexion, qui permet la différentiation sur les variétés. Elle sera développée
notamment par Elwin Bruno Christoffel (1829-1900) et Tullio Levi-Civita (1873-1941), puis par Elie
Cartan (1869-1951), Charles Ehresmann (1905-1979) et Jean-Louis Koszul (1921-2018) (voir Free-
man (2011) et références associées). Une géodésique est alors une courbe? obéissant au transport
parallele V,u = 0 vis & vis de la connexion de Levi-Civita®® V, ol u = 7' est le vecteur tangent
a la courbe. Cette définition ouvre la porte a I’étude de connexions alternatives autres que celle de
Levi-Civita sur tout type de variété, qui permettront notamment de décrire 1’évolution des systemes
quantiques (connexion de Berry (1984)) ainsi que toutes les interactions fondamentales connues a ce
jour (connexions de Yang-Mills (Yang et Mills 1954)).

Bien que grandement partiel, le précédent résumé nous permet de conclure que les études des
courbes minimisantes & la fin du XVII®™® et au début du XVIII®*™e, de la brachistochrone aux géo-
désiques® ont précédées et pavées la voie & des développements majeur en mathématiques et en
sciences physiques. A la fin du XVII®™ siecle, le probleme de la courbe brachistochrone démontre
toute la puissance du calcul différentiel proposé par Leibniz et Newton et aide a son développement.
Consécutivement, la recherche des courbes minimisantes devient un probleme de premiere impor-
tance pour les mathématiciens et les physiciens au début du XVIII®™® siecle, sur fond de joutes
mathématiques, en partie nourries par la rivalité des deux freres Bernoulli. La question plus épineuse
de trouver les courbes géodésiques sur des surfaces générales se pose alors naturellement. Elle ouvrira
pleinement la porte au développement de la géométrie différentielle au XIX“™¢ siecle ou géométrie et
calcul différentiel se retrouveront formellement unifiés.
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A Petits rappels de trigonométrie

Nous listons ici quelques identités trigonométriques élémentaires utilisées afin de démontrer les
formules données dans le corps du texte

tan(x) = sin(x)/ cos(z)
0s ($)+ ) =1
cos(2r) = 1 — 2sin®(z)

sin(2z) = 2sin(z) cos(z)

cos(z)' = —sm( )

sin(z)" = cos(x)
(27)

ou les quantités primées sont derivées par rapport a x.

B Preuve de I’équation différentielle de la cycloide

Partant de la paramétrisation de la cycloide (équation (3)), on dérive facilement

dz = R(1 — cos(7))dr,
dy = Rsin(7)dr.
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Notons que méme si ce calcul ce fait souvent par automatisme a partir de formules de dérivées
connues par coeur, il serait possible de les redémontrer (fastidieusement) a partir de la définition
donnée par 1'équation (2). On a alors

dy sin(7) _ sin(7) _ 2sin(7/2) cos(7/2)
dr  1—cos(r) 1—cos(7) 2sin?(7/2)

= tan"'(7/2) (28)

D’autre part y = R(1 — cos(7)) = 2Rsin*(7/2), d’ou

Ry JLosint(r)2) | feo(n) o
\/ Y _\/ sin?(r/2) —\/szm = tan™(7/2) (29)

Prouvant ainsi I’égalité des deux termes et 1’équation différentielle (6).
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